UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT

O uso de polinomios na racionalizacao de
denominadores

Pedro José da Silva Pessoa

Dissertacdo de Mestrado

RECIFE/PE
Agosto 2013



UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Pedro José da Silva Pessoa

O uso de polinomios na racionalizacao de denominadores

Trabalho apresentado ao Programa de Mestrado Profissi-
onal em Matemdtica - PROFMAT do DEPARTAMENTO
DE MATEMATICA da UNIVERSIDADE FEDERAL RU-
RAL DE PERNAMBUCO como requisito parcial para ob-
tencdo do grau de Mestre em Matemditica.

Orientador:  Prof. Dr. Rodrigo José Gondim Neves

RECIFE/PE
Agosto 2013



Comissao Julgadora

Prof. Dr. Rodrigo José Gondim Neves - DM UFRPE
Presidente (orientador)

Prof. Dra. Barbara Costa da Silva - DM UFRPE
Membro

Prof. Dr. Thiago Dias Oliveira Silva - DM UFRPE
Membro

Prof. Dr. André Luiz Meireles Araujo - DMat UFPE
Membro

il



UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Pedro José da Silva Pessoa

O uso de polinomios na racionalizacao de denominadores

Trabalho apresentado ao Programa de Mestrado Profissi-
onal em Matemdtica - PROFMAT do DEPARTAMENTO
DE MATEMATICA da UNIVERSIDADE FEDERAL RU-
RAL DE PERNAMBUCO como requisito parcial para ob-
tencdo do grau de Mestre em Matemditica.

Orientador:  Prof. Dr. Rodrigo José Gondim Neves

RECIFE/PE
Agosto 2013



Dedico este trabalho primeiramente a Deus, pois sem Ele,
nada seria possivel; aos meus familiares pela dedicacdo e
compreensdo, em todos os momentos da minha vida; e aos
meus amigos PROFMAT que muito me alegraram e
motivaram durante toda caminhada do curso.



Agradecimentos

Aos professores do PROFMAT pelo empenho e motivacdo na transmissdao das aulas que en-
riqueceram a minha formacdo e pritica como educador, em especial, ao amigo e professor
Rodrigo Gondim Neves pela grandiosa paciéncia, aplicacdo e atencdo que me motivaram na
busca de conhecimentos e que foram fundamentais para a conclusdo do curso de Mestrado
Profissional. Agradeco a todos os amigos de curso pelo apoio e amizade que sempre foram
presentes durante todo curso e que continuardo a fazer parte de minha vida.

vi



Sdbio é aquele que conhece os limites da propria ignordncia.
—SOCRATES



Resumo

Este trabalho visa apresentar técnica operatdria que auxilie os estudos das racionaliza¢des de
denominadores de fracdes, sobretudo aquelas cuja racionalizacao difere das estudadas no nono
ano do ensino fundamental. Tais racionalizagdes se baseiam num método para a obten¢ao do
maximo divisor comum (mdc) de dois polindmios. A ideia central desse processo de racio-
nalizacdo passa pela busca de dois polindmios: um primeiro, cujo valor numérico associado a
um dado nimero real ¢, equivale ao denominador da frac@o a ser racionalizada e um segundo,
que seja minimo de o. De posse desses polindmios, busca-se o mdc a ambos os polindmios
e uma combinagao desses polindmios que represente o proprio mdc. Neste trabalho, prova-se
que o mdc encontrado € igual a 1. Aplicando o niimero real o a tal combinacao, chega-se a
um produto de dois niimeros reais que equivale a 1, onde um deles € o denominador da fracdo.
Desta forma, o outro niimero real do produto obtido € a racionalizacdo da fracdo.

Palavras-chave: algoritmo, Euclides, polindmios, racionalizacao.
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Abstract

This paper presents the operative technique that helps studies of rationalization of denomina-
tors of fractions, especially those whose rationalization studied differs from the ninth year of
elementary school. Such a rationalization based method for obtaining the greatest common
divisor (mdc) of two polynomials. The central idea of this rationalization process involves the
pursuit of two polynomials: a first, whose numerical value associated with a given real num-
ber a, is equal to the denominator of the fraction to be rationalized and a second, which is
at least . With these polynomials, we seek the mdc both polynomials and a combination of
these polynomials representing himself mdc. In this work proves that the ged is found equal
to 1. Applying real number o such combination, comes to a product of two real numbers is
equivalent to 1, where one is the denominator of the fraction. Thus, another real number of the
product is the rationalization of the fraction.

Keywords: algorithm, Euclids, polynomials, rationalization
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Introducao

O dominio das operagdes entre nimeros reais € de suma importancia para a compreensao das
areas de Estudo da Matemadtica. As operacdes de nimeros irracionais, que se inicia no oitavo
ano do ensino fundamental, estdo entre as que mais amedrontam os alunos, inclusive aquelas
que envolverem raizes ndo-exatas. Quando o estudante alcan¢a o nono ano do ensino funda-
mental, tanto na Algebra quanto na Geometria, ele se depara com situagdes como:

* Qual o valor aproximado de /648 + /1287

* Como escrever \/§ /89

) . ) ) 1
* Qual o nimero racional, com quatro casas decimais, que mais se aproxima de —?

V2

Nos dois primeiros casos € natural pensar em utilizar as propriedades da radiciacdo estudadas
no oitavo ano do ensino fundamental, quer seja para reduzir os radicais a um radical comum ou
para tornar radicais de indices distintos num mesmo indice, ou até mesmo, estimar poténcias
de racionais, com poucas casas decimais, que sirvam de aproximagdo para o que se deseja.
Porém, na tltima situacio, ao adotar 1,4142 como aproximagio para v/2, percebe-se uma maior
dificuldade em efetuar a divisao em relagdao as demais operagdes envolvendo radicais. Mas ao
utilizar a igualdade

L1 Vi e
V2 V2 V22

se deixa de efetuar a divisdo 1+ 1,4142 como uma aproximacio de 1 +/2 , para efetuar a
divisdo 1,4142 +2 como uma aproximacio de v/2 +2. Ou seja, deixa-se de efetuar uma di-
visdo cujo divisor € um irracional para efetuar uma divisdo em que o divisor é um racional,
0 que torna mais pratico efetuar a operacdo de divisao. Em geral, uma fracdo estd na forma
racionalizada quando seu denominador for racional.

a

(va)?

1
De modo geral, sendo —, onde 0 < a € QQ, tem-se

Vva

BN
2|5

<=



INTRODUCAO 2

Observe que na fragao com 0 < a,b € Qe a+# b, ndo mais € possivel aplicar a mesma

1
Va+vb’
técnica empregada na fracio anterior, usa-se o produto notavel (a +b) - (a — b) = (a> — b?) es-
tudado no 8° ano do ensino fundamental:

1 1 a—Vb_Ja—-b
Vat+vb  a+vb Ja—vb  a—b

1 1
va—b  a+(—Vb)

Note que para racionalizar , basta considerar

1
Va—b

Observe que nas racionalizagdes realizadas acima se tem a sensagdo que o uso de equacoes
parece ser mais trabalhoso, contudo, geralmente se d4 preferéncia ao uso de propriedades da
radiciacdo, no universo dos nimeros reais, e (ou) os principais produtos notdveis estudados no
8° ano do ensino fundamental como:

1) Van—m. Vam = Va* = a, com n,m naturais;

ii) (a+b)-(a—b) =a*>—b%

iii) (a+b) - (a® —ab+b?) = a® + b;

iv) (a—b)-(a®>+ab+b*) =a® —b>.

Desta maneira, consegue-se racionalizar denominadores semelhantes aos das fragdes a seguir:

D 17 17 (V17)*=V17+32  17(¥/289—3V17+9)
V1743 V1743 (V17)2 =17+ 32 17+27

17
- (v/289 —v/17+9);

1 B 1 1-v2  1-v2 1-v2 .
O W R B N TR A pr TR T R




CAPITULO 1

Outra forma de racionalizar

Em geral, € facil racionalizar denominadores nos casos em que € possivel utilizar algum pro-
duto notdvel. Nas duas tltimas fragdes racionalizadas da sec@o anterior, a fatoracdo da soma
de dois cubos e da diferenca de dois cubos. Porém, ha uma infinidade de fracdes cujo denomi-
nador ndo se adapta aos produtos notaveis estudados tratados no ensino fundamental e médio.

Uma situag@o que se encaixa neste contexto foi proposta na prova de matematica do vestibular
de ingresso para a UFPE (Universidade Federal de Pernambuco) e para a UFRPE (Universidade
Federal Rural de Pernambuco) realizado pela COVEST- COPSET (Comissao de Processos Se-
letivos e Treinamentos) no ano de 1999 em sua fase 2, problema 03.

"Considerando =a+bv2+cv4, com a,b,c € Q, determine 41(a+2b+c)".

1
1+3v2+ V4

E natural tentar associar uma técnica que envolva algum dos produtos notdveis estudados no
ensino fundamental no intuito de transformar 1+ 3+v/2 + v/4 num ndmero racional, o que nao
serd possivel uma vez que aparece a parcela 3v/2 e ndo simplesmente v/2. Uma forma possivel
¢ estabelecer condicdes aos racionais a,b e ¢ de modo que:

(@+bV2+eVa) - (14+3V2+V4) =1 (%)

3 3 s . . . . , . . .
Como 1+ 3v/2+ /4 é irracional e na igualdade acima h4 um produto de dois reais que equi-
~ 3 3 2, P . . . s . .
vale a 1, entdo a + bv/2 + cv/4 é também irracional pois, do contrdrio, ocorreria um produto de
um racional ndo-nulo com um irracional que equivaleria a um racional, o que nao € possivel.
Observe:

Sejac £0€Qep el

Suponha que o = al onde p1,q1 € Z e d com p,q € Z, ambos ndo nulos, de modo que
1 q

o-pB= E,entﬁo
q
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Como p-q; e g- p; representam produtos de inteiros, entdo sdo inteiros. Assim, 3 € racional.
Uma contradicao, logo o produto de um racional nao-nulo por um irracional € irracional.

Assim para determinar os valores de a,b e c, aplica-se a propriedade distributiva da multiplica-
¢do em () obtendo

(a+2b+6¢)+ (3a+b+2c)vV2+ (a+3b+c)V4=1.

Observe que sendo a, b, ¢ sao racionais tais que a-b - ¢ # 0 e que a soma do lado esquerdo da
igualdade acima é igual a 1 € Q, entdo (3a+ b +2¢)v/2 + (a+3b+c)v/4 deve ser racional.
Porém a soma de dois irracionais s6 € racional se somarem zero, ou seja,

(3a+4b+2c)v2 = —(a+3b+c)v/4. Multiplicando por v/2, tem-se
(3a+b+2c)V4=—-2-(a+3b+c).

Porém, (3a+b+2c)vV4cle —2-(a+3b+c) €Q.

Desta maneira, para que se tenha (3a + b+ 2¢)v/2 4 (a + 3b + ¢)v/4 = 0, é necessario que
(3a+b+2c)=(a+3b+c)=0. Assim,

a+2b+6¢c=1 a=1-2b—6¢
3a+b+2c=0 & 5b+16¢c=3
a+3b+c=0 b—5=-1

tomando b = 5¢ — 1 na primeira equag@o do tltimo sistema acima, obtém-se 5(5¢ — 1) + 16¢ =

8
3,ouseja, c=—. Logo, b= 1 ea—= VTR Desta forma, o vestibulando encontrara o valor
pedido no problema.

Porém, dependendo da expressdao que se tenha no denominador da fragdo apresentada, sobre-
tudo no indice da raiz, pode-se ter uma complexidade no sistema de equacdes lineares obtido.
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1.1 Inverso do irracional g + bv/2 + cv/4

Na situagdo anterior no qual buscou-se encontrar a,b e c tais que

1 3 3
B B
[ 3951 4
sugere a seguinte pergunta:

Sejam a, b, ¢ € Q, sempre existem x, y, z € Q de modo que

(@+bV2+cVA) - (x+yV2+2V4) =12

Esta foi uma problemadtica proposta na III Olimpiada Iberoamericana de Matemadtica (1988,
prob. no 5)

"Considere as expressoes da forma x + yt + zt> com x,y,z racionais e > = 2. Demonstre que:
Se x -+ yt + 21> # 0, entdo existem u,v,w racionais tais que (x4 yt +zt2) - (u+vt +wt*) = 1".
Para demonstrar a igualdade acima note que (x4 yt + zt%) - (u + vt +wt?) = 1 equivale a

(xu+ 29w+ 22v) + (xv 4 yu +2zw)t + (xw + yv +zu)t* = 1.

O que significa dizer que se deve encontrar u,v,w racionais tais que

xu+2zv+2yw =1 x 2z 2y u 1
yu+xv+2zw =0 ,oudemodoequivalente, | y x 2z |-| v | =] 0
w+yv+axw =0 Zy X w 0

Mas a regra de Cramer utilizada para obter solucdo de um sistema de equagdes lineares ga-
rante que o sistema acima s terd solugdo unica (X,y,z) se o determinante abaixo for ndao nulo.

x 2z 2y
det y x 2z =42y  +422 —6xyz#£0
z 0y x
. ~ . L X1 Y1 71
De fato tal determinante nao se anula, pois do contrario, tomando x = —, y = —, 7= —, com
q q q

X1, Y1, 21, q inteiros de modo que x4+ 2y3 +47 — 6xyz = 0, obtém-se



1.1 INVERSO DO IRRACIONAL a+bv/2 +cv4 6

_1+2_+4_3_6X1Y;Z1
q q

=0, ou seja, x:f + 2y? + 4zi’ —6x1y121 = 0.

O que significa que (x1,y;,z;) também é solucdo de x> + 2y +4z> — 6xyz = 0.

Desta forma, se ha solucdo racional, existe também soluc¢do inteira.

Note ainda que sendo d = mdc(xy,y1,z1), com x; = dxp, y; = dys € 71 = dzp, para Gnicos in-
teiros xo, y2, 22 € 1 = mdc(x2,y2,22),tem-se

d3x§ + 2d3y3 + 443 3 — 6d3x2y2z2 =0, isto é, x% + 2y§ + 4z§ —6x2y2220 = 0.

Ou seja, (x2,y2,22) também é solugdo da equagdo x> +2y3 +4723 — 6xyz = 0.

Por outro lado, como x% = —Zy% — 4z§ + 6x2y222, entdo x% ¢é par e, consequentemente, x; € par

também.

Fazendo x; = 2x3 na dltima igualdade acima, chega-se a

8x3 = —2y3 — 423 + 12x3y222, isto &, y3 = 225 — 6x3y220 + 4x3.
Logo, y» € par. Sendo y, = 2y3 na ultima igualdade acima, tem-se

8y§ = 213 — 12x3y320 + 4x§, ou seja, z% = Sy% + 6x3y3720 — 2x§, o que quer dizer que z também
¢ par. Uma contradic¢@o ao fato de que mdc(x,y2,22) = 1.

Assim, X3 + 2y +4z> — 6xyz = 0 ndo admite raiz racional. Assegurando a existéncia de x,y, z,
racionais.

Observe que a problemadtica apresentada pela III Olimpiada Iberoamericana de Matemética

(1988. no 5), parte do principio de que o inverso multiplicativo de x + yv/2 +z (\3/5)2, com x,

y, z racionais, € também do mesmo tipo. O que provoca encontrar respostas para as seguintes
perguntas:

1) Admitindo x; e y; racionais, com 0 < i < n, pode-se generalizar
(xo+x1t +xot? + ... +x,t") - (yo+y1t +yot? + ... +yut") =1

onde t" =2, ouaindat" =acoma € Q?
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2) Que tipo de expressao tem inverso multiplicativo do mesmo tipo?

3) A forma de resolucdo escolhida é a mais adequada na busca de inverso multiplicativo de
uma expressao irracional?

Em geral € dificil caracterizar o inverso multiplicativo de expressdes dadas. Porém se a expres-
sdo for do tipo "algébrica"veremos no préximo capitulo que sempre € possivel racionalizi-la
por um processo algébrico.



CAPITULO 2

Polinomios

No que segue, quando uma propriedade for valida para todos os conjuntos Q, R e C, denota-
remos, por simplicidade, apenas por K. Do contrdrio ou por conveniéncia, serd especificado
algum (ou mais de um) entre os conjuntos: Q, R e C.

Definicdo 2.0.1. Um polinémio com coeficientes em K é uma expressio f(x) do tipo

f(x) = a0—|—a1x+a2x2—{—...+anx”—|—...—l—... = Zaixi.
i>0

onde (ag,ay,az,...,an,...) € uma sequéncia de elementos em K, de modo que existe algum
m € N, para o qual aj = 0 para todo j > m.

Todo f(x) que satisfaz a defini¢do acima pertence a K[x]. Cada elemento g; € K é chamado de
coeficiente de f(x).

Paraum f(x) = ag+aix+axx’> + ... +ax* + ... = Z aix' em K[x], convenciona-se o seguinte:
i>0
i) Se a, # 0 e aj = 0 para todo j > n, a, é dito coeficiente lider ou dominante e f(x) é
polindmio de grau n (denotado por d f(x) =n)e;
ii) Se a, = 1, a; = 0 para todo j > n, f(x) ¢ dito polindmio ménico;
iii) Se ag # 0 entdo ag ¢ dito termo independente;
iv) Se ap # 0 e a; = 0 para todo i > 1, f(x) é dito polindmio constante;

v) Se ag = 1 e a; = 0 para todo i > 1, indica-se simplesmente por 1;

vi) Se a,, =0, paratodo m € N, isto é, 0 = 0+0x+0x%2+...+0x"+... = ZOxi é dito de
i>0
polindmio identicamente nulo. Sempre que nao houver confusdo, pode-se indicar o polindmio
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nulo por 0.

Usualmente, consideraremos Kx] o conjunto de todos os polindmios sobre K, de modo que
Qx] C Rx] C C[x].

Observacao 2.0.2. Sempre que for conveniente, pode-se indicar por f quando se referir a um
polinémio qualquer f(x) € K[x].

Definicao 2.0.3. Sejam f(x) = Z aix' e g(x) = Z a;x’/ polinémios em K|[x], definimos as se-
i20 jz0
guintes operagdes:

i) Somade f(x) eg(x): (f+g)(x) = Z (ak +bk)xk;

k>0
ii) Produto de f(x) e g(x): (f-g)(x) = Z cxx’, onde ¢ = Z(ak—l -by)
k>0 1<k

As operagdes de adi¢do e multiplicagdo de polindmios em K[x| gozam das propriedades:
i) Comutatividade: f,g € K[x| = f+g=g+fef-g=g f;
ii) Associatividade: f,g,h € K[x] = (f+g)+h=f+(g+h)e(f-g)-h=f-(g-h);
iii) Distributividade: f,g,h € Klx]= f-(g+h)=f-g+f I
iv) Elemento Neutro:
ivi) Aditivo: 0 e K[x] = f+0=0+f = f;

iv.ii) Multiplicativo: 0 e K[x] = f-1=1-f = f.

Proposicao 2.0.4. Sejam f, g € K[x] — {0}, entao:
D I(f+g) < mix{df,dg};

ii) d(f - g) = d(f) +d(g)-

Prova: Sejam f(x) = ag+ajx+axx*>+...+a,x" onde a, #0 e
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g(x) = by +b1x+box? + ... + by com by, # 0 (supor n > m).
1) Se n > m, entdo
(f +8)(x) = (ao+bo) + (a1 +b1)x+ ... + (am + bm)x" +am+ D™t 4 4 ax”
Logo, d(f+g) =n.
Suponha agora que n = m.

Se ay + by = ap+ by = 0, entdo I(f +g) < n. Caso a,+ by # 0, obtém-se I(f +g) = n.
Assim, d(f +g) <max{d(f),d(g)}.

ii) Provando por inducéo em n = d(f): Sejam f(x Z aix') e g(x Z bix’).

Paran =1, f(x)-g(x) = (ap +a1x) - Zb,xl =ap- ijx] +apx- Zb]x]
j=0 j=0 j=0

x) = (Z aoph jx’) + (Z ajhx’™), e pelo item i), tem-se J(f(x)-g(x)) =m+ 1.
i—0 =0

Suponha que seja vélido para certo natural n, deve-se chegar a validade para n+ 1. Assim,

n+1

x):(Zax ijxf (apg 1" —|—Za1x ibjxj
i—0 =0

17

isto é,
fx)-g(x) =an XY b + Y aix'- Y bjx
j=0 =0 j=0

n m
Pela hipétese da indugéo, J( Za,x Z bix)) = (Z ax') - 8(2 bjx’) = n+m, por outro
i— 0 =0 i—0 =0

lado, tem-se que (@, X" - Z bjx/) = (n+1)-m, entio
=0

I(f(x)-g(x)) = (n+1)-m

Logo, o resultado segue por indugao.
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Definicao 2.0.5. Divisibilidade de polinémios
Dados dois polinémios f e g € K[x|, ambos ndo nulos e ndo constantes, diz-se que f divide g

(indicando por f|g) quando existe um polinémio h € K[x] de modo que g = f - h. Neste caso,
f édito divisor de g ou ainda, que g € miiltiplo de f.

Proposicdo 2.0.6. Sejam f, g e h em K[x] ambos ndo-nulos e ndo-constantes. Tem-se que:
D) f|f e f10;
ii) Se f|g e g|h, entdo f|h;

iii) Se f|g e f|h, entdo f|(g-g+h-h) para todo g, h € K|x].

Prova:

1) Decorre de imediato, das igualdades f =1-fe0=0-f;

ii) Se f|g e g|h entdo existem polindmios j,k € K[x] de modo que g=f-jeh=g- k.
Substituindo g da primeira igualdade na segunda, tem-se h = f - j-k = f-(j-k), 0 que assegura
que f|h;

iii) Se flg e flh entdo existem g1,hy € K[x]~para oqual g=f-g1 e h= f-h;. Entio,
g-8=f-(g1-8eh-h=f-(h-h),paratodo g,h € K[x|.

Desta forma, g-§+h-h=f-(g1-8)+ f- (hy -h). Pela propriedade distributiva da multiplicago
de polindmios, tem-se

g-§+h-fz:f-(g1-§+h1-}~z),istoé, f|(8'§+h~fz).

2.1 Algoritmo de Euclides para polinomios

O teorema a seguir € conhecido como divisdo euclidiana para polindmios e que representa o
algoritmo da divis@o de polindmios nos mesmos moldes da divisdo entre nimeros inteiros.

Teorema 2.1.1. Sejam f, g € K[x|, com g # 0, existem tinicos q,r € K|x] tais que f = g-q+r,
onder =0o0u0 < dr < dg.
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Prova:  Existéncia: (Algoritmo de Euclides). Usando indugido n = d(f), ha dois casos a
considerar:

(i) n < d(g). Entdo considere quociente ¢ = 0 e resto r = f e o algoritmo termina.

(iyn>d(g) =m.
Seja a, 41 o coeficiente lider de f(x) e b o coeficiente lider de g(x).
Faca q(x) = a1 - b~ 'x"t1) =" ¢ encontre r(x) = f(x) — q(x) - g(x).

Note que o termo de maior grau de g(x) - g(x) € a,+1, 0 mesmo de f(x), ou seja, d(r(x)) < n.
Assim, aplicando a hipétese de indugdo em r(x), existe G(x) e 7#(x) = 0 ou 7(x) < m tais que

FO0) = ani1b™ A (x) = g(x)d(x) + F().

ou seja,
F(0) = a1 5D () 4 g ()G (x) 4 F(x).

F(0) = g(x) (@nyab™ DT 4 G(x)) 4 F(x).

Unicidade: Suponha que existam, além de g e r, dois polindmios ¢, r; € K[x], tais que f =
g qg+r=g-qi+ri,comr;=00u0<dr <dg.

Desta forma, g- (g —q1) =r; —r.
Assim, se r # ry, entdo d(g- [qg — q1]) = d(r; —r) e, pela proposicéo 2.0.4,

dg<d(g-lg—q1]) =dg+d(g—q1)=d(r—r)<dg

Um absurdo. Logo, rj =re g =q;.

Defini¢iio 2.1.2. Dados dois polindmios f,g € K[x] —{0}. Um polinémio ménico d em K[x] —
{0} é chamado de maximo divisor comum (mdc) de f e g, quando:

i) d é divisor comum de f e de g;

ii) Sed € K[x] - {0} é tal que d|f ed|g, entio d|d.

Pela definicao decorre de imediato que d é o polindmio monico de maior grau que divide f e g.
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Observacao 2.1.3. Denota-se o d por mdc(f,g) ou simplesmente (f,g).

Lema 2.1.4. Sejam f,g € K[x] — {0}, de modo que d(f) > d(g). Se r € o resto da divisao de
[ por g, tem-se (f,g) = (g:7)-

Mais precisamente, o conjunto dos divisores comuns de f e g coincide com o conjunto dos
divisores comuns de g e r.

Prova: O algoritmo da divisdo de Euclides assegura que existe tnicos ¢,r € K[x|, tais que

f=gq+r.

Seja Dy o conjunto dos divisores comuns de f e g € Dy o conjunto dos divisores comuns de g
er.Sed €Dy, entdod|f ed|g.

Logo, d|r = f — g-q. Desta forma, d € D,. Reciprocamente, se d € D;, d|g, d|r entdo
d|f =g-q+r,ouseja, d € Dy. Assim, D; =Dy e (f,g) = (g,r).

Teorema 2.1.5. Algoritmo de Euclides para calcular mdc de polinémios em K]x].

Sejam f,g € K[x] — {0}, com d(f) > d(g). Existe um algoritmo para obter o (f,g) através de
certo numero finito de divisoes euclidianas.

Prova: Seja f =g-q+r,comgq,r € K[x]. Considere r_; = f, ro = g e r; = r. Efetuando as
divisdes sucessivas de r; por riy; onde i = —1,0,1,...,n (onde n € a passagem onde ocorre pela
primeira vez o resto zero).

i = Tit1 " qit1 T Tit2

Observe que este processo se encerra num determinado nimero de divisdes uma vez que

d(r;) > d(riy1). Portanto, r, 11 = 0 para algumn e r,—; = ry, - qn.
Como o lema 2.1.4 garante que (r;,ri+1) = (rit1,7i42), onde i = —1,0,1,...,n,
(f,8) = (risriv1) = (rig1,riv2) = . = (Fa—1,7n) = I'n.

Corolario 2.1.6. Lema de Bezout para polinGmios
Sejamd, f,g € K[x], de modo que d = (f,g), entdo existem h,h € K[x] tais que

f-h4+g-h=d.
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Prova:  Algoritmo de Euclides (estendido):
Seja f =g-q+r,comgq,r € K[x]. Considere ro = f,rj =ger,=r.
Suponha que d f > dg. O algoritmo de Euclides pode ser escrito do seguinte modo:

Divida rq por r; obtendo assim rg = ry - g1 + > € 0s coloque no diagrama a seguir:

q1
| n

r

Na segunda etapa, divida r; por r,, obtendo r; = r; - g2 + r3 € 0s coloque na coluna da direita
do diagrama acima, construindo a formacao a seguir:

q1 | 92
ro|rn | nmn
rn | r

Note que r, =ro+(—q1)-r1 e r3 =r; + (—q2) - r2, ou seja,
rn=ri+(=q) (rno—qi-r)=(—q) ro+(14+qg2-q1)n

Continuando o processo de divisdes sucessivas, obtém-se, na i-ésima primeira divisao, a se-
guinte disposicao:

qi | .- qi
ro | N N | ri
| ... ri+1

ri="ri-2—4qi-1ri-1,
Fi—1 =71i-3 —4qi-2ri-2,
onde
r3 =r1—4q2r7,
2 =10 —417-

Substituindo r;_| por r;_3 — g;_>ri—> na primeira equacao, tem-se

ri=ri—ay —qi—1(ri—3 — qi—ari—2), isto &, ri = (—qi—1)ri—3 + (1 + qi—2)ri—2

Fazendot| = —q;_1 ef; =1 +¢;_», obtém-se r; = tyr;_3+11r;ip. (¥)
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Agora faga Vi—p =ri—4 —(gi—3Fi—3 em (*) e encontre r; =t r;_4+ (fl — th,-,3)r,~,3.
Seja HH=ne fz = 271 —Nqgi—3. Assim, r; =1t - ri—4‘|‘172ri—3.

Continue o processo ¢ obterdt e 7 taisque r; =t -ro+7-ry.

Suponha que as substituicdes possiveis de ser efetuadas no sistema acima fornecam h;, h;_1, h;,
h;_1 de modo que

rict=hi1-ro+hiy -
ri=hi-ro+h;-r
sendo riy1 = ri_1 —qiri, entdo riy = (hi_1ro +iliflrl) + (hiro +7liri)(—qz') ou seja,

riv1 = (hi—1 —qihi)ro+ (hi—1 — qihi)ri, onde b1 = b1 — qihi € hivy = hi 1 — qih;.

Ainda analisando o esquema do algoritmo estendido em que:

qi
Fie1 | ki

Fi+1
Suponha que r; = riy1 - git1, Ou seja, ri» = 0. Pelo exposto anteriormente,

rig1 =mdc(ro,r1).

Pode-se dispor na seguinte formacdo tabelar, o algoritmo para obter o valor r; seguindo as
seguintes etapas:

1. Deve-ser preencher nas duas primeiras linhas, os valores que permitam obter as combi-
nacgoes rg € ry;

2. Coloca-se na primeira coluna, a partir da segunda linha, os inversos aditivos dos polind-
mios quocientes, ou seja, —q1, —q2, ---,—{i;

3. Para obter h;, com i > 1, faz-se hj_» —qi—1 - hi—1;

4. Para obter h;, faz-se h;_p — qi—1- hi_1;
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—qi h; h; ri=hi-ro+h;-r;
h_2 =1 /’l_z =0 ro
—q1 h1=0 h =1 r
—q2 hy =ho—q1-hy hy = ho—q1h )
—q3 h3=hy—q> hy hy = hy — g2y r3
—qi—1 | hici=hi3—qi2-hi 2 | hi1=hi3—qi 2hi 2 rio1
—qi hi=hi—2—qi—1-hi— hi=h;i_2—q; 1hi 1 ri

—qit1 hivi =hi-1—qi-h;

hiy1 = hi—1 —qih;

riv1=d = (ro,r1)

5. Na tdltima coluna e na mesma linha que estd localizado A; e h;, coloca-se r;.

Veja o processo acima descrito nos seguintes casos:

16

(1) Obtenha o m.d.c. de 240 e 56. Em seguida, escreva-o como combinac¢do desses nimeros.

Solucao:
Buscando o m.d.c. de 240 e 56:

4 1312
240 | 56 | 16 | 8
16 8 [0
Desta forma, 8 € o m.d.c. de 240 e 56.
Obtendo a combinagdo:
—q| h | h |240-h+56-h
1 0 240
—41 0 1 56
-3 1|4 16
-3 13 8

Assim, 240- (—3)+56-13 =38

(2) Obtenha o m.d.c. de 2x> — 8 e 4x*> — 16. Em seguida, escreva-o como combinagio desses

polindmios.

Buscando o m.d.c.:
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x+2

Xx3—8 | 4x>—16 | 4x—8
4x—8 0

> =

Assim, tem-se 4x — 8. Desta maneira x — 2 € o polindmio monico em QQ que representa o m.d.c.

Obtendo a combinagao:

—q | h] b | (P—-8)h+(4x*—16)-h
1] 0 x> —8

X

-~ 10 4x> — 16

4 . §

—x=2|1| -7 4x—8

Logo, (x* —8) -1+ (4x*> — 16) - (—z) = 4x — 8, ou seja,

(x3—8)-%+(4x2—16)-(—%) _o2

Definicao 2.1.7. Dizemos que o € K é raiz de f(x) € K[x], se f(o) = 0. Se f(x) € K[x] tiver
k raizes iguais a o, diz-se que € raiz de multiplicidade k.

Observacao 2.1.8. Se a € K € raiz do polinémio f(x) € K|x] cujo coeficiente lider a, # 0, o

também é raiz do polinémio ménico f(x) € K[x] tal que f(x) = - F(x).
n

1 A 1
De fato. Pois se f(a) =0 com a, # 0, entdo — - f(a) = 0. Logo, f(a) = — - f(a) = 0.
dn

ap

Proposicdo 2.1.9. Seja f € Kx] — {0} e a € K, entao:
(i) oo em K € raiz de f(x) < x— o divide f(x) em Klx];
(ii) Se a; € K comi = 1,2,...,m de modo que f(o;) = 0, entdo

fx)=(x—a)(x—0)...(.x — 04)gq(x), com g(x) € K[x] quando o; # o;.
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Em particular, se o é raiz de multiplicidade m, entdo (x — ;)™ divide f(x) e que m < d f(x).

Prova: (i) Através do algoritmo da divisdo de f(x) por x — a, tem-se
fx)=(x—a)-qg(x)+r(x), com g(x),r(x) € K[x] e dr(x) =0 ou r(x) =0.
Se r(x) = 0, ndo resta o que fazer.

Suponha que r(x) = ¢, ¢ € K. Assim, f(x) = (x — &) - g(x) + ¢ e como o é raiz de f(x), entdo
fla)=(a—a)-qg(c)+c =0, ou seja, c =0.

O que assegura que x — « divide f(x).
Reciprocamente, se x — a divide f(x), entdo f(x) = (x — &) - ¢(x) com g(x) € K[x]. Como

fla)=(ax—a)-g(a) =0, entdo o é raiz de f(x).

(ii) Aplicando indugdo em m, temos que se m = 1, a; é raiz de f(x). Pelo item (i), temos que
x — oy divide f(x), isto é, f(x) = (x — ;) - q1(x), onde ¢;(x) € K[x] é o quociente da divisdo
de f(x) por x — a.

Suponha que o resultado seja vdlido para m — 1 e que f(x) tenha m raizes distintas.

De acordo com o anterior, f(x) = (x—a)(x— 02)...(x — ®u—1) - gm—1(x) onde g1 (x) € K[x]
€ o quociente da divisdo de f(x) por (x — ay)(x — @)...(x — Cp—1)-

Como o, é raiz de f(x), tem-se

0=f(ctm) = (tm—0ay)(Qy—02)...(Cy — Ay—1) - q(04y),onde o, Ztje 1 <i<m—1
Logo ¢ (04,) = 0. Decorre do item anterior que x — o, divide gp,(x).

Portanto x — @, divide f(x).

Assim, f(x) = (x—ay)(x— 0p)...(x — a4) - g(x).

Ademais, se & € raiz de multiplicidade m, entdo ®; = «; para todo i € j, logo

fx)=(x—0)(x—a)...(x — o)g(x) = (x — ;)™ - q(x), ou seja, (x — a;)™ divide f(x) e pelo
algoritmo da divisdo, m < d f(x).
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Definicao 2.1.10. Um polinémio f(x) € K[x] — {0} € dito irredutivel sobre K quando nao for
possivel escrevé-lo como um produto de dois polinémios sobre K, ambos com grau maior ou
igual a 1.

Definicao 2.1.11. Um niimero o € C é dito algébrico quando existe f(x) € Q[x], com f(x) # 0
de modo que f(o) = 0.

Definicio 2.1.12. Seja @ € C um niimero algébrico e f(x) € Qx| — {0}. Se f(x) é o polinémio
monico de menor grau possivel tal que f(a) =0, f(x) € dito polinémio minimo de a.

Observacio 2.1.13. Se a # 0, entdo o polinbmio minimo f(x) € Q[x] — {0} de a tem termo
independente ndo nulo. Pois, do contrério,

f(x) = alx+a2)€2—|—...—|—anx" = x- (al _|_a2x—|—...—|—anx”_1),

O que implicaria dizer que o # 0 é raiz de a; +axx + ... +a,x"~1, contradizendo o fato de f(x)
ser minimo.

Outro aspecto importante € que sendo ag + a; o + a» a?+ ...+ a,a" = 0 entdo

2 " . , a1a+a2(x2+...+ana”
a0 +ara”+ ...+ a, " = —ag, 1sto €, =1.

Desta forma,

al0+ao’ + ... +a,a"  f0)—fla) 1
—ay N apo N o

Ou seja do ponto de vista tedrico a problemdtica da racionalizacao foi resolvida. Basta que se

tenha obtido o polindmio minimo f(x)€ Q[x] — {0} de & que se tem a~!.
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Veja o que acontece nos casos seguintes:

(1) Achar o inverso de o = v/2+ /3 4+ /5 de modo que ndo haja raiz nio exata no deno-
minador de uma fracao.

Se o0 = /2 +/3+/3, entio a2 = (\/§+\/§+\/§)2 isto é,

a? = 10+2(v/6 4104 +/15) logo, o> — 10 = 2(/6 + /10 ++/15).
Elevando ao quadrado ambos os membros da dltima igualdade, tem-se

(a? =102 =4-(6+ 10+ 15+21/60 +21/90 +2+/150) isto &,

(0 —10)> = 1244+ 8v/30- (V2 4+ /3 ++/5). Como o = 2+ /3 + /5, entdo
(a? —10)? = 124+ 8+/30a, ou seja, a* —20a® — 8v/300 — 24 = 0.

3—2000—8v30 1
Dividindo por 24 ¢, obtém-se « 34 =9

o — 200 — 8/30
24

Fazendo @ = v2+/3++/5 em se encontra o nimero inverso desejado.

Observe que sendo (a? — 10)? = 124 +8+/30a, entio [(a® — 10)> — 124]> = 19200, ou seja,
[a* — 200 — 24)% = 192002, isto é, a® +400a* +576 — 40a° — 48a* +9600> = 1920a>.

Assim, [a® — 4000 4 352a* —960a> +576 = 0

Em outras palavras, o0 = V2 + \/§ ++/5 tem polindmio minimo

fx) =x%—40-x°4+352-x* — 960 - x* 4 576.

(2) Seja & = 1 +3+/2+ v/4. Encontre o' de modo que néo haja raiz ndo exata no denomina-
dor de uma fragdo.
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Sendo @ = 1+3v2+ v/4, entdo (e —1)> = [V2- 3+ V2)]°.

Desenvolvendo esta ultima igualdade, tem-se o -3 +30—1= 2(29 + 27\3/§ + 9\3/4_1) ou
seja,

o —3a% +30 =59+ 18(3v/2 +V/4).
Substituindo ot — 1 = 3v/2 + \3/4_1 na ultima igualdade tem-se
o =302 +3a =59+ 18(a—1),isto é, a® — 30> — 1500 = 41.

O que assegura que o é raiz de f(x) = x> —3x% — 15x — 41.

Assim,
o 1 _o?-3a-15
14+3V2+ V4 41
gl (143V2+ V4> -3(1+3V2+V4)—15 8V4 V2 5

41 4 41 41

Nas situacdes 1 e 2 acima foi possivel substituir, numa determinada passagem, certa expressao
destacada em parénteses pelo nimero o permitindo obter uma expressdo mais viavel. Em ge-
ral ndo se pode garantir efetuar tal substituicdo ou alguma ferramenta de cdlculo que minimize
todo o trabalho na obtengdo do polindémio minimo, por exemplo, se & = 1+ v/2+7v/4. Em
geral, dado @ um nimero algébrico € dificil obter o polindbmio minimo.

Proposicao 2.1.14. Seja a € C algébrico entdo polinémio minimo de o € irredutivel em Q[x].

Prova: Seja a € C um niimero algébrico com polindmio minimo f(x) € QIx].
Suponha, por absurdo, que f(x) seja redutivel em Q[x]. Neste caso, existem ¢,q; € Q[x] tais
que f(x) = g(x)-q1(x). Como, por hipétese, (o) =0, entdo f(a) = g(a)-qi(a) = 0. Desta

forma, tem-se g(@) = 0 ou ¢; () = 0. Uma contradi¢do a minimalidade de f(x).

Segue que todo polindmio minimo é irredutivel em Q[x].
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O teorema a seguir, bem como seus coroldrios, representa a ideia central da racionalizacdo de
denominadores através do uso do m.d.c. de dois polindmios: um f(x) € Q que seja minimo de
um dado ndmero algébrico o e outro g(x) € Q de modo que g(a) represente o denominador
de tipo "algébrico"da fragcdo a ser racionalizada. Este teorema indica que se alcanga a racio-
nalizacdo através da combinagdo obtida para o m.d.c.. A vantagem desta técnica em relagdo a
utilizada nas duas dltimas racionalizacdes apresentadas no qual se buscou o polindmio minimo
de g(), é que serd bem mais simples obter o polindmio minimo de c.

Teorema 2.1.15. Seja o € C um nimero algébrico com polinémio minimo f(x) € Q[x]. Seja
g(x) € Qlx] tal que g(ax) # 0, entdo existem h,h € Q[x] tais que

gh+ fh=1.

Prova: Inicialmente, tem-se (f,g) = 1 uma vez que, pela proposicdo 2.1.14, f irredutivel
em Q[x], assim, (f,g) =1 ou f.

Agora suponha que f(x)|g(x). Entdo, existe d # 0 em Q[x] tal que g(x) = f(x) -d(x). Como
f(a) =0, entdo g(a) = f(a) -d(a) = 0, uma contradi¢do ao fato de que g(a) # 0. Logo
(f,g) = 1 e, pelo coroldrio 2.1.6, existem A e i polindmios em Q[x] tais que

gh+fh=d=1.

Corolario 2.1.16. Seja oo € C um nimero algébrico com polinémio minimo f(x) € Q[x] e seja
g(x) € Q[x] de modo que g(a) # 0, entdo existe h(x) € Q[x] de forma que g(a) - h(ct) = 1.

R
g(a)

Equivalentemente temos h(a) =

que dh(x) < df(x).

. Pode-se também escolher o polinémio h(x) de modo

Prova: Como, pelo o teorema 2.1.15, gh + fh = 1, entdo g(a)h(a) + f(o)h(a) = 1.

Porém como o € C é tal que f(a) =0e g(a) # 0, tem-se que g(a)h(a) = 1, desta forma

h(ct) #0.

Isto €,
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Pode-se supor que dh < df, pois do contrério, pelo algoritmo da divisdo, existem tnicos
q,r € K[x] taisque h=f-g+r,onde r=00u0 < Jdr < dg.

Assim, gh+ fh=g(fq+r)+ fh=1, ousseja, g(a)r(a) = 1 e r(a) = g%a)

Corolario 2.1.17. Sejam t € C de modo que " = a e xo + xit + x2t> + ... + x,,t" # 0 onde
a,x; € Q e m < n, entdo existem y; € Q tais que

(xo+x1t +xot% + ... +xpmt™) - (Yo + yit + ot + ... + Y, ™M) = 1.

Prova:  Considere f(¢) e g(r) € Q[t] em que f(z) =" — a é o polindmio minimo de /a e
g(t) =xo+xit + 1012 + ...+ xut™ com g(/a) #0.

Pelo coroldrio 2.1.16, existe h(t) = yo +y1t +yat> + ...+ yu, ™ # 0 tal que h({/a) = =

g(Va)
1, ou seja, h(Va)-g(Va) = 1.
Como 1" —a = 0, entdo t = /a. Segue que h(t)-g(t) = 1 e, consequentemente,

(xo+x1t + ot + ... +xmt™) - (Yo Y1t 4 ot + ... + Y, ") = 1.

Veja como se aplica essa técnica de racionalizacdo através do m.d.c. de polindmios no pro-
blema 03 da fase 2 do vestibular de 1999 da COVEST (citado anteriormente) no qual se deseja

1
racionalizar a fracio —————.
O 3V V4

Inicialmente, deve-se tomar f(x) e g(x) de modo que sejam, respectivamente, o polindmio mi-
. 3 . . s . 3
nimo de v/2 e o que equivale ao denominador quando calculado seu valor numérico em v/2.

Assim, f(x) =x*> —2e g(x) =x>+3x+ 1.

Calculando o mdc de f(x) e g(x):
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x—3 gX—Fé—i 0

B2 x24+3x+1| 8+1 %
8x+1 s 5£x+6—4
64 41 41

Usando o algoritmo estendido, tem-se:

h(x) h(x) f(x)h(x) +g(x)h(x)
1 0 3_9
—(x—3) 0 1 x*+3x+1
_<éx+2_i> 1 —(x—3) 8x+ 1
1 23 1 41
—<§x+a> a(sz—x—S) &

1 2 1 41
Ou seja, — (§x+ 6_431) (x*—-2) +6—4(8x2—x—5)(x2+3x+ 1)= o logo,

1 1
——(8x+23)(x* - 2) + — (8> —x—5)(x* +3x+1) =1

41 41
! 8vV4 V2 5
D = — 2_ - 32 = T4 a1
este modo, i(x) 41(8x x=5) = h(V2) 41 41 41
1 5 /2 8v/4
Assim, ___\/_—_i__\/_'

1
1—vV24+2V24+V8

Exemplo 2.1.18. Obter a racionalizacdo da fracado:

1 1
1—V2+42V2+v8  1—-V242V4+ /38

O polindmio minimo de v/2 é f(x) = x* — 2. Deve-se procurar g(x) de modo que

Soluciio:  Note que 2+/2 = 2v/4, entiio

g({l/i) =1—V2+2v4+ /80, ou seja, g(x) = 1 —x+2x%2+ .
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Calculando o mdc de f(x) e g(x).

) N 13 | 125 4175
X — X+ = | —X————
5725 1414 196 7S
-2 B +2x2—x+1 | 5% —3x gx—i—l To6
0
Usando o algoritmo estendido, tem-se:
h(x) h(x) S(x)h(x) 4 g(x)h(x)
1 0 L)
—(x—2) 0 1 X427 —x+1
1 13
— (§x+ E) 1 —x+2 5x% — 3x
125 4175 1 13 2 3x 1 14 o
- —x—— ——X— = —t+ == —X
14 196 57 25 5 25 25 25
25x°  625x% 375x 225 4175
14 196 ' 196 ' 196 196
Desta maneira
25x3  625x%2  375x 225 4175
3 2
22 —x+1) | — _
(42 —xt )( 4 196 196 196) 196
Isto €,
196 5 ., 25x%  625x%  375x 225
27 —x+1) ([ — =1
ai7s % TR )( 14 "7196 196 T 19
Assim, fazendo x = v2 e simplificando,
1 1

_ —14v/8+25V4+15V2+9
1—V24+2v44+ /8 167< )



CAPITULO 3

Orientacoes metodologicas

Este material deve ser visto como auxiliar na busca em dd mais significado no ensino de ra-
cionalizacao de fragcdes, calcado nos estudos e pesquisas em Educagdo Matemdtica que estao
explicitos nos PCNs de Matematica do ensino fundamental e médio, podendo ser desenvolvido
no 9° ano do ensino fundamental enfatizando as noc¢des gerais da parte tedrica e problemas de
menor complexidade, ou no 3° ano do ensino médio tratando os por menores da teoria € os
casos de diversos niveis de dificuldade.

No que compete aos objetivos, busca-se desenvolver habilidades numéricas, atribuindo novos
significados aos nimeros irracionais, sobretudo ao inverso de um irracional, obter habilidades
algébricas, procurando tratar de formas diferentes de calcular m.d.c. de polindmios e polino-
mio minimo.

O uso de recursos didaticos tradicionais como: lousa, ldpis para lousa e caderno para registros
das informacdes, aliados a recursos auxiliares como: calculadora para a aferi¢cao das operacoes
realizadas, dudio visual para a elaboracio de notas de aulas mais atrativas e da internet para a
busca de sites, forum de debates sobre a matemadtica e videos, contribuem significativamente,
para o maior interesse, socializacdo dos alunos e aprendizagem.

Antes de sua aplicacdo se faz necessdrio detectar conhecimentos prévios dos alunos através de
uma sondagem referente aos nimeros irracionais, enfatizando as raizes ndo exatas e racionali-
zacdo de denominadores que utilizam produtos notdveis, e das no¢des elementares polindmios
como: grau de polindmio, valor numérico, raiz, operacdes e calculo para obter maximo divi-
sor comum (m.d.c.) principalmente como no processo descrito neste trabalho, de modo que
se compreendam os conceitos e procedimentos adotados, atribuindo significado ao que esté fa-
zendo, evitando a simples memorizagdo e mecanizagao.

O docente que pretende desenvolver esta proposta pedagdgica deve estar familiarizado as ha-
bilidades cognitivas da turma a ser trabalhada, e apds a sondagem descrita acima, realizar as
seguintes etapas:

* Para uma turma do 9° ano do ensino fundamental:

Etapa 1: Mostrar, através de certos casos mais complicados, que € dificil racionalizar deno-

minadores quando se utiliza os processos descritos nos livros didaticos destinados a esta série.
Buscando convencer os alunos da importancia de aprender racionalizar utilizando polindmios.
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Duracdo: 45 minutos (1 aula).

Etapa 2: Mostrar, através de exemplos mais simples, que o m.d.c. de dois nimeros naturais
bem como o de dois polindmios, pode ser escrito como uma combinacdo dos mesmos. Deve-se
destinar um tempo, cerca de 30 minutos, para que os alunos possam, preferencialmente em
grupos, realizar exercicios similares. Duragdo: 90 minutos (2 aulas).

Etapa 3: Apresentar o teorema 2.1.15 e o coroldrio 2.1.16, apenas como processo indutivo,
e exemplificar o processo de racionaliza¢ido que envolve polindmios. Destinando 30 minutos

para a pratica dos alunos (aconselha-se formar grupos). Durag@o: 90 minutos (2 aulas).

Etapa 4: Esta etapa destina-se a verificacdo de aprendizagem. Dura¢do: 45 minutos (1 aula).

* Para uma turma do 3° ano do ensino médio:

Para turma que j4 vivenciaram este trabalho no 9° ano, basta reviver a etapa 3 acima, destinando
3 aulas para que se possa enfatizar problemas mais avancados.

Caso esta turma ndo tenha vivenciado este trabalho no 9° ano, deve-se seguir as etapas 1, 2, 3
e 4 porém, deve-se acrescer mais uma aula na etapa 3 para que se possa trabalhar casos mais
complicados.



CAPITULO 4

Problemas Propostos

Problema 4.1. Obtenha a fragdo racionalizada em cada caso:
) 1
a e —
1=V3+39
1
b) — =75~
14+V2+2V4

Problema 4.2. (Olimpiadas Matematicas de Moscou - 1982) Simplifique a expressio:

2
L —
V4 —3Y5+2v5— V125

Problema 4.3. Determine a,b,c,d,e € Q tais que

1
14+2v2+3vV4+8—+/16

—a+bV2+cvVa+dv8+ev16

Problema 4.4. Seja o € C um nimero algébrico, isto é, existe um polin6mio nio nulo com
coeficientes inteiros que anula a. Seja Qo] = {(a; +a 0> + ... + a,a")|a; € Q} C C. Mostre
que Q[a] é um corpo, isto é, B € Q[a] e B # 0, entdo B~ € Q[a].

28



Referéncias

[1] Dante, Luiz Roberto. Projeto Teldris: Matemdtica, vol 8 ¢ 9 1* edicdio, Atica, 2012.

[2] Engel, Arthur. Problem-solving strategies. Springer, 1998.

[3] Hefez, Abramo. Elementos de Aritmética. Colecdo: Textos universitarios. SBM, 2011.
[4] Larson, Loren C. Problem-solving through problems. New York: Springer, 1983.

[5] Lima, Elon Lages; Carvalho, Paulo Cezar Pinto; Wagner, Eduardo; Morgado, Augusto Cé-
sar. A matematica do ensino médio. Vol. 1, SBM, 2006.

[6] Lima, Elon Lages; Carvalho, Paulo Cezar Pinto; Wagner, Eduardo; Morgado, Augusto Cé-
sar. Temas e Problemas Elementares, SBM, 2006.

[7] MEC, Secretéria de Educacao Fundamental. - Pardmetros Curriculares Nacionais: Mate-
matica. Brasilia: MEC/SEF, 2010

[8] Miranda, Marcilio. Problemas selecionados de matematica. Vol. 1, VestSeller, 2010.

[9] Muniz Neto, Antonio C. Tépicos de Matemadtica Elementar: Polindmios. Vol. 6, SBM,
2012.

[10] Muniz Neto, Antonio C. Tépicos de Matemadtica Elementar: Teoria dos Numeros. Vol. 5,
SBM, 2012.

[11] Paiva, Manoel. Matematica Paiva. Vol. 3, Moderna, 2009.

[12] Wagner, Eduardo; Moreira, Carlos Gustavo Tamm de Araujo. 10 Olimpiadas Iberoameri-
canas de Matematica. FOTOJAE, 1996.

29



Este volume foi tipografado em I&TEX na classe UFPEThesis (www.cin.ufpe.br/~paguso/ufpethesis).



