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Resumo

Alguns livros didaticos do Ensino Médio trazem problemas envolvendo as poténcias de matri-
zes. As solucbes desses problemas sdo apresentadas, geralmente, através de recorréncias devido a
limitagao dos contetidos abordados sobre matrizes e determinantes. Problemas mais interessantes
sao resolvidos com conhecimentos de Algebra Linear como por exemplo autovalores, autovetores
e diagonalizagoes de matrizes.

Este trabalho tem por finalidade propor uma nova abordagem na solucao de problemas envol-
vendo poténcias de matrizes. Para isso, revemos algumas defini¢ées, propriedades e teoremas
sobre matrizes e determinantes necessarios & compreensao dos polinémios de matrizes, objeto
deste trabalho.

Apébs a construgao dessas bases, definimos o polindémio caracteristico, primeiro passo na cons-
trucao dos polindémios de matrizes. Apresentamos o Teorema de Cayley-Hamilton que nos d4 a
possibilidade de obter expressdes polinomiais que envolvem poténcias de matrizes e definimos o
polinémio minimo, uma consequéncia desse Teorema.

Alicercados nesses antecedentes propusemos algumas aplicagoes dos conteidos estudados.

Palavras-chave: matrizes, determinantes, poténcias de matrizes, polindbmios de matrizes, po-

linébmio caracteristico, Teorema de Cayley-Hamilton, polindmio minimo.
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Abstract

Some high-school textbooks present problems that use powers of matrices. These problems are
usually solved using recurrences, due to a limitation of the content on matrices and determinants
that is covered. Some of the more interesting problems are generally solved with an understanding
of Linear Algebra, e.g., eigenvalues, eigenvectors and diagonalization of matrices.

This work proposes a new approach to the solution of problems involving powers of matrices. To
this end, we review some definitions, properties and theorems about matrices and determinants
that are required for the understanding of polynomials of matrices, the subject of this work.
After laying these foundations, we define the characteristic polynomial, the first step in the
construction of polynomials of matrices. Introducing the Cayley-Hamilton theorem gives us the
possibility of obtaining polynomial expressions that contain powers of matrices, and we define
the minimal polynomial, a consequence of this theorem.

Building on these antecedents, some applications of the content studied are proposed.

Keywords: matrices, determinants, powers of matrices, matrix polynomials, characteristic

polynomial, Cayley-Hamilton theorem, minimal polynomial.
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Introducao

E inquestiondvel a importancia do estudo de matrizes e determinantes no Ensino Médio por
serem amplamente utilizados na programacao de computadores (imagens digitais, pixels etc.) e
em varias areas do Ensino Superior como engenharia, estatistica e biotecnologia.

Encontramos nos livros didaticos, olimpidas de matematica e vestibulares alguns problemas que
abordam as poténcias de matrizes. Os mais simples esperam que o estudante identifique um
padrao conforme as poténcias aumentam.

Os polinémios de matrizes originarios do Teorema de Cayley-Hamilton resolvem estes problemas
de forma eficaz e eficiente retirando o empirismo das solugdes que costumamos observar.
Doravante, este trabalho objetiva dar uma alternativa mais adequada e simples para a solucao
desses problemas. No Capitulo 1 langamos as bases necessarias a confecgao desse trabalho através
de uma revisao de defini¢oes, propriedades e teoremas das matrizes e determinantes estudados no
Ensino Médio. Em seguida, no Capitulo 2, definimos o polindmio caracteristico, demonstramos
o Teorema de Cayley-Hamilton e definimos o polinémio minimo utilizando-os nas aplicac¢oes
abordadas no final do capitulo através dos polinémios de matrizes. Encerramos, no Capitulo 3,
com a apresentacdo de uma proposta de sequéncia didatica para ser aplicada aos alunos do 2°
Ano do Ensino Médio. Para uma adequada compreensao desse tranbalho é importante que o leitor
tenha o pleno dominio das operacdes de soma e de multiplicacdo de matrizes, principalmente, a
percepcao do fato de que, geralmente, o produto de matrizes ndo é comutativo. Tao importante
quanto o descrito anteriormente é possuir um conhecimento geral do calculo de determinantes.

Isso pode ser obtido em (Iezzi and Hazzan, 1977).



Capitulo 1

Determinantes

1.1 Introducao

E interessante observar que embora matrizes, determinantes e sistemas lineares sejam abordados
nesta ordem didatica no Ensino Médio, historicamante nao foi bem assim que estes conhecimentos
surgiram.

A necessidade de processos praticos para resolugao de sistemas lineares levaram ao surgimento
dos determinantes. Para ilustrarmos como isso ocorreu acompanhe a solugdo do problema a

seguir.

ar+by=c (1)

Seja S o sistema linear com { a, b, ¢, d, e, f} C R*, nas incognitas z e
dr+ey=f (I1)

Y.

aex + bey = ce
Para resolvé-lo basta multiplicarmos (I) por e e (IT) por —b obtendo

—bdx — bey = —bf
Somando as duas equagoes obtemos (ae — bd)x = ce — bf

—adx — bdy = —cd
Analogamente, basta multiplicarmos (I) por —d e (II) por a obtendo

adx + aey = af

Somando as duas equagoes obtemos (ae — bd)y = af — cd

Supondo (ae — bd) # 0 temos que z = ZZ:% ey = ZJ;:Z;!.
a

Assim, definiu-se um ntimero associado a tabela A = , formada pelos coeficientes das
d e

variaveis do sistema linear, como a diferenca ae — bd.
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1.2 Definicoes

Considere um conjunto K # () munido de duas operacoes +, - satisfazendo as leis bésicas

air a2 a3 ... Qin
o . . a21 Q22 G23 ... Q2p
da aritmética'. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, A =
anl QAp2 AaAn3 ... dnn ]

com elementos em K. Geralmente denota-se M(K,n) o conjunto das matrizes de ordem n com
elementos em K. K é dito um corpo se todo x € K, x # 0, possui um inverso multiplicativo, por

exemplo, Q, R, e C sdo corpos, mas Z nao.

Definigdo 1. Dados i e j € {1,2,...,n}, A ;) ¢ a matriz obtida elimando-se a i-ésima linha e

a j-ésima coluna da matriz A, de ordem, obviamente, n — 1.
Defini¢do 2. O determinante de uma matriz quadrada de ordem n, denotado detA ou |A|, é
um numero real associado a esta matriz, tal que

a1, sen=1
detA = ’

ail - detA(l,l) — a9 - detA(Q’l) +...+ (—1)”+1an1 . detA(nJ), sen>1

Definicao 3. O menor complementar de um elemento a;; da matriz A, denotado D;;, é o nimero

Defini¢ao 4. O cofator de um elemento a;; da matriz A, denotado A;;, é o nimero A;; =
g ail, sen=1
(=1)""7 - detA; ;). Logo, detA =
et il - Air, sen > 1

1.3 Propriedades

Teorema 1. Teorema de Laplace®: O determinante de wma matriz M, de ordem n > 2, é a soma
dos produtos dos elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos respectivos cofatores.
Demonstracao: Por indugio®, temos:

1* Parte.

o PN . . ail 412
Vamos verificar que o teorema € vdlido para matrizes de ordem 2. Seja M =

a1 Q22

LComutatividade da adicio e da multiplicagio, Associatividade da adicio e da multiplicacio, e a operacio
distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicao.

2 Adaptado de (Iezzi and Hazzan, 1977)

$Para maiores informagoes sobre o assunto consulte (Neto, 2009)
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Desenvolvendo pela 1% coluna:

arr - A1 + a1 - A2 = an1 - |agz| + ag1 - (—1) - a12 = a11 - agx — arz - ag1 = det M

Desenvolvendo pela 2% coluna:

aig - Aig +ag - Aog = arz - (—1) - lag1| + ag2 - |a11]| = a11 - age — a1 - agy = det M
Desenvolvendo pela 1¢ linha:

ai - A+ a2 - Aig = ann - lant| + aiz - (=1) - ag1 = a11 - ag2 — a1z - agy = det M

Desenvolvendo pela 2% linha:

agy - Ag1 + aga - Aga = ag1 - (—1) - |a12| + agz - [a11]| = a11 - ag2 — a12 - ag1 = det M

Logo, a propriedade € vdlida para n = 2.

2% Parte.

Admitamos que a propriedade seja vdlida para determinantes de ordem (n — 1) e provemos que
ela também € vdlida para determinantes de ordem n. Seja M uma matriz de ordem n > 2. Os
menores complementares dos elementos de M serdo determinantes de ordem (n—1). Vamos usar
o simbolo ijl para designar o determinante da matriz que se obtém, suprimindo as linhas i e k

e as colunas j e | da matriz M. E claro que ijl é um determinante de ordem (n — 2).

alp ... Ak ... Qin
azr ... Ak ... Qo2pn
M =
L Qpnl -+ QApk ... Gpp ]

Fizemos a coluna k da matriz M (1 < k < n) e calculemos o nimero

C=ag- A +ag - Ao + aze - Az + ... + g - Ang

C =ay,- (=)' Dyg + agy - (=1)*"* - Doy + ag - (=1)*"* - Dag + ... + anp, - (=1)"% - Dpy,
Os determinantes D1y, Doy, ..., Dy sdo de ordem (n — 1). Desenvolvendo-os pela 1% coluna,

temos:

C = ay(—1)H* lz ai1 - (—1)"- Dit
=2

+

n
+ agy - (—1)2FF |le - D3j + Zail - (=1)"- D,
i=3

n
agy, - (—1)*** [an D3 —ag1 - D3+ > an - (1) Dij | + ...+

=4

+k 11 21 31 n—1,1
+ang - (—1)" [an "Dy —a21 - Dy +a31- Dy — ... an—11- D,
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Na expressio de C, acima,

(i) tomemos as parcelas que contém aiy. Temos:

ant [aze - (<17 DY+ age - (1P DL+ .+ g - (~1)+ - DI

Como os determinantes Dy sdo de ordem (n — 1), as poténcias de (—1)", n > 2, podem
a2 ... ask ... Q9p
. asy ... aAgk ... Qa3p

ser reescritas como (—1)""2 e observando que D1y = temos
ap2 *°* Apk ... Qpnp

que:
art age - (=1)% - DI + agi- (1)1 DI+ o+ - (<1)"2 DI =

a1 - D11 (por hipdtese de indugao).

(ii) analogamente a (i) tomemos as parcelas que contém azi. Temos:
a1 [alk . (—1)1+k . D%]i — asg - (_1)3+k : D%]i I ¢ 7Y T (_1)n+k‘ ’ D?z}c] =
a1 [—alk (=1)%- D} —ag - ()P DA — L —ayy - (—1)MR2 DEL}J =

—azg1 - Doy (por hipdtese de indugio)

(iit) tomemos as parcelas que contém asy. Temos:
as1 [—alk (=D)YF D3 —ag - (=12 D3 Fag - ()R DI 4+ 4 an - (—1)"TR D;’;ﬂ =

agi [are - (=1)F - DI} + agg - ()M D3+ agg - (~1)2 DI+t ag - (<1)"2 DR =
asy - D31 (por hipdtese de indugao)

Prosseguindo da mesma forma até obtermos as parcelas que contem an1, teremos:
C=a11-D11— a1 -Do+az- D31 — ... L ap1 - Dy, isto é,
C=ay1 A1 +ao-Ax+agr-Asi+...+an - Apa

O que prova que C = det M, isto é, a propriedade é vdlida para qualquer coluna k, (1 < k <n).

Fizemos agora a 1% linha de M, e calculemos o nimero
L=a11 A1 +a12- Ao+ a3 Aig+ ...+ ain - A1p, temos:
L=an - ()" Dy +a (1) Dis+aiz- (1) - Dis+... + arn - (1) Dy,

Os determinantes D11, D12, D13, ..., D1, sdo de ordem (n—1). Desenvolvendo-os pela 1% coluna,
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temos:

L=ay D+ (1) a9 [Z aip - (—1)" - Diy -t
i=2

(=) gy [Z aip - (—=1)"- D}
i=2

n
+H=D [Z aip - (=1)"- Dﬁ]
i=2
Na expressdo de L, acima,

(i) tomemos as parcelas que contém agy, isto é, com i = 2. Temos:

an [(—1)'*% - a12- D33 + (-1)'"3 a1 - DI 4 ...+ (=) a4y, - D3

Como os determinantes Dy, sao de ordem (n — 1), as poténcias de (—1)", n > 1, podem
aiz ... alk ... Aailn
asa ... Az ... ag

ser reescritas como —(—1)""1 e observando que Dy = " | temos
ap2 - Qpg -.. Qpp

que:

azt [—(=1)%-a12- D3 — (=1)* ~a13- DY — ... — (=1)" - a1, - Dip] =

—azg1 - Da1 (por hipdtese de indugio)

(ii) tomemos as parcelas que contém asy. Temos:
asi [~ai2 - (=1)* - Dfj —ar3- (-1)*- DY — ... — a1 - (1) DY} ] =

azi [a1z - (=1)* - D5+ a13- (=1)*- D + ...+ ar, - (=1)"- Di}] =

asy - D31 (por hipdtese de indugdio)

Prossequindo da mesma forma até obtermos as parcelas que contem an1, teremos:

L=ay1 -Di1 —ao1 Do +ag1 - D31 —...%£an1 - Dp, isto €,

L=ay A +ag - Ao +az - Az1 + ...+ ap1 - A

O que prova que L = det M, isto €, a propriedade € vdlida para a 1% linha.

Com raciocinio andlogo ao que fizemos para as colunas, podemos provar que a propriedade é
vdlida para a linha i (1 < i < n), jd que é valida para a 1%linha. Com isto, concluimos que o

teorema € vdlido para matrizes de ordem n > 2 [ |

Propriedade 1. 4 Seja M uma matriz de ordem n > 2. Se trocarmos de posicdo duas filas

paralelas (duas linhas ou duas colunas) obteremos uma nova matriz M’ tal que det M’ = —det M

4Segundo (lezzi and Hazzan, 1977).
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Demonstracao: Por indugao temos:
1 Parte.

Provemos que a propriedade vale para n = 2

. air a2
SeJa M = s logo det M = ail - ag2 — ag1 - al12.

G21 Q22
Trocando de posicao as linhas, obtemos:

, az1 a2 ,
M = ,logo det M :agl-alg—all'aggz—det M.

a1l a2
Trocando de posicdo as colunas, obtemos:

’ a2 aii ”
M” = ,IOgO det M :alg-agl—azg-an:—det M.

a2 a21
2% Parte.

Admitamos que a propriedade seja vdlida para matrizes de ordem (n — 1) e provemos que ela
serd valida para matrizes de ordem n. Seja D;; o determinante obtido excluindo-se a linha ¢ e a
coluna j da matriz M.

Tomemos a linha i, admitindo que ela nao seja nenhuma das duas que tenham sido trocadas de

posicao. Desenvolvendo det M e det M’ por esta linha, temos:

n n
det M = Zai]’ . Aij e det M/ = Zaij A;]
7j=1 7=1

Como cada cofator A;j é obtido de A;; trocando de posigao duas linhas e, por hipétese de inducao,
Di;=—Di;, Vj € {1,2,...,n} e, entdo, det M' = —det M

Para troca de posicdo de duas colunas a demosntracdo é andloga. |

Propriedade 2. 5 Se uma matriz M de ordem n > 2 tem duas filas paralelas (duas linhas ou
duas colunas) formadas por elementos respectivamente iguais, entdo det M = 0.
Demonstragao: Suponhamos que as linhas de indices i e k sejam formadas por elementos
respectivamente iguais, isto é, a;; = axj, Vj € {1,2,...,n}.

De acordo com a Propriedade 1, se trocarmos de posicao estas duas linhas, obteremos uma nova
matriz M’ tal que det M’ = —det M. (I)

Por outro lado M’ = M, pois as filas paralelas trocadas sao iguais.

Logo det M’ = det M. (I1)

®Segundo (Tezzi and Hazzan, 1977).
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Substituindo (II) em (I) concluimos que

det M = —det M = 2det M =0 = det M =0

O caso de duas colunas iguais é demonstrado de forma anéloga. |

Teorema 2. Teorema de Cauchy®: A soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer de

uma matriz M, ordenadamente, pelos cofatores dos elementos de uma fila paralela é igual a zero.

ai1 a2 @13 ... Qip
a1 G2 A23 ... Q2p
_ . ar1  QAr2  Gr3 Qrp
Demonstracao: Seja M =
Gs1 As2 Gg3 ... Qsp
Gpl1 0an2 Aanp3 ... dpn
air a2 a3 ... Qin
a1 a2 Q23 ... Q2
L L y . arl Gr2 Gr3 ... Grp
Substituindo em M a s’ ésima linha pela v’ ésima, obteremos a matriz M' =
drl1 ar2 aAr3 ... Qarnp
anl an2 Aap3 ... GOpn

Pela Propriedade 2, det M' =0

Desenvolvendo det M’ pela s 'ésima linha,

det M/:arl'Asl+ar2'A52+ar3'A33+---+arn'Asn:0

Observe que os cofatores dos elementos da s 'ésima linha de M, sdo os mesmos que 0s da s
"ésima linha de M’.

A demonstracio é andloga se tomarmos em M duas colunas. |

6 Adaptado de (Tezzi and Hazzan, 1977).
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Propriedade 3. "Se multiplicarmos uma fila qualquer de uma matriz M de ordem n por k,
k € R, o determinante da nova matriz M’ serd o produto de k pelo determinante de M, isto é,

det(M'") =k - det(M).

Demonstracgao:
aip a2 a3 ... dain ail a2 ai3 c. A1n
a1 a2 G23 ... d2p a21 a22 a23 - a9,
Seja M = e M =
a;1 ;2 A;3 ... (Qgp k- a;1 k- ;2 k- a;z ... k- Ain,
anpl Aap2 Aap3 ... Qpn an1 an?2 an3 - Qnn,

Desenvolvendo det(M) e det(M’) pela i ‘ésima linha temos:

det(M) =ay1 - A1 +ag1 - Ag1 +asy - As1 + ...+ an1 - A (1)
det(M'Y=k-a11- A1 +k-ag1 A1 +k-as1-As1+...+k-an1 - Am (IT)
De (I) e (II), concluimos que det(M') = k - det(M).

A demonstracéo seria andloga no caso de uma coluna multiplicada por um k € R |

Propriedade 4. 8Seja M uma matriz de ordem n, onde os elementos da j ’ésima coluna sdo

tais que:

aj; aip ... blj + Clj ... Qln

ay; = bij +cij
a1 asy ... ij +c25 ... agp

agj = baj + ca;

ag; = bsj + ¢35 isto é M = entao teremos:
a;1 a2 ... bi]’ +Cij ... Qip

anj = Gnj + Gnj
apl Ap2 ... bnj +Cnj --- Qpn

det(M) = det(M') + det(M”) onde M’ é a matriz que se obtém de M, substituindo-se os ele-
mentos a;; da j ‘ésima coluna, pelos elementos b;;, (1 <7 <n)e M” é a matriz que se obtém de

M , substituindo-se os elementos da j ‘ésima coluna pelos elementos ¢;j, (1 < i < n). Isto é,

"Segundo (Tezzi and Hazzan, 1977).
8Segundo (Tezzi and Hazzan, 1977).
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ail ... blj —i—Clj ... Qlp ail ... blj ... Qlp allr ... Clj ... QA1n

asr ... sz + C25 ... Q2n ar ... bgj ... A9p asr ... C2j . Q92
= +

a1 ... bz‘j +Cij .. Qip i1 .. bij e Qip il -.. FC; o ... Qip

apl .. bpj+cnj ... apn pl -.. bnj ... apn ap1 ... +Cpj ... app

Demonstragao: Notemos que os cofatores dos elementos da j 'ésima coluna de M sao os
mesmos que os j 'ésima coluna de M’ e M”. Desenvolvendo o determinante de M pela j 'ésima
coluna temos:

det(M) = (b1j + c15) - A1j + (baj + c25) - Agj + (bzj +c35) - Azj + ... + (bnj + Cnj) - Anj

det(M) = (byj - A1j +boj - Agj+ ...+ byj- Anj) +(c1j - Arj+coj- Agj+ ...+ cnj - Anj)

det(M”) det(M")
det(M) = det(M') + det(M”)

A demonstracido onde as adigdes aparecem em uma mesma linha é andloga. |

1.4 Teorema de Binet

Teorema 3. Teorema de Binet’: det(A - B) = det(A) - det(B).
Demonstracao: Por indugdo temos:
1 Parte.

Provemos que a propriedade vale para n = 2. Seja

a1l Q19 bi1 b2
A - eB =
as21 a99 b21 b22
ail a2 bi1 bi2 a11b11 + a12b21  a11b12 + a12b22
det(A- B) = det =
a1 a2 ba1 b2 a21b11 + agebar  a21bi2 + azeboo

Adaptado de (Kaplan and Lewis, 1974).
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Pela Propriedade 4 temos que

a11b11 a11b12

det(A-B) =

a21b11 + az2b21  a21b12 + azobao

Pelas Propriedades 1, 2 e 3 temos

a11bi1  a11bia N a11bi1  a11b12

a21bi1  a21bia a22b21  a22bao
0
bi1 bi2 ba1  boo
a11a22 + aioa01
b21 522 bll b12

a1 a2 || bnn
a1 a || b2

2% Parte.

Admitamos que a propriedade seja vdlida para matrizes de

serd vdlida para matrizes de ordem n.

a12b21

a21b11

= 411022

b12

bao

aip a2 a3 ... Qin
az1 a22 a3 ... A2p

Se]a A= a3l a3z a3z ... Qa3n eB=
anl Aanp2 ap3 ... GQapp

a11b11 + a12bo1 + ... + a1nbn1

G AD — a21b11 + ag2ba1 + ... + a2,bn1

an1b11 + anobor + ... + annbni

a21b11 + ageba;

a12b21

a12b22

a21b12

b11

ba1

b12

bao

a12b21

a2b21

a12b22

a21b12 + ag2boa

a12b22

a22b22

— 12021

= det(A) - det(B).

b1
ba1

b31

bnl

bi2
bao

b32

bn2

b11

bo1

b12

bao

11

ordem (n — 1) e provemos que ela

b13
bas3

b33

bn3

bln
b2n

b?m

bnn

a11b12 + a12bog + ... + a1nbn2

a21b12 + ageboe + ... + a2nbp2

an1bi2 + anobos + ... + annbno

a11bip +

a1b1p +

an1bip +

.+ a1nbnn

oo+ aonbun

oo+ apnbon

Pela Propriedade 3 e pelo Teorema 1 (Teorema de Cauchy) aplicado da primeira linha temos

que det(AB) =
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b11
a21b11 + ag2ba1 + ... + az,bni
all
an1b11 + apabar + ... + appbni
bo1
a21b11 + a22b21 + ... + agpbn1
a2
ap1bi1 + apabor + ... + appbni
bnl
a21b11 + ag2ba1 + ... + a2, bn1
+...Fain

Gn1b11 + an2ba1 + ... + annbni

b12

az1b12 + azzboo + . ..

an1b12 + anobos + ...

bao

a21b12 + ag2bas + . ..

an1b12 + apobos +

+ a2pbn2

+ annan

+ azn an

oo+ Apnbno

an

a1bi2 + agebaz + ... + aznbpa

ap1b12 + ap2bao + ... + apnbpo

12

bln

a21b1p + ... + aspbpy

an1bin + ...+ Aunbpn

b2n

a21b1n + ...+ a2nbpy

an1bin + ...+ Aunbpn

bnn

a21b1p + ... + a2pbnn

an1bin + ...+ annbnn

(1)

No primeiro determinante, multiplicamos a primeira linha por a1 e subtraimos da sequnda linha

eliminando os elementos da forma as1b1y,. Multiplicamos a primeira linha por az, e subtraimos

da terceira eliminando os elementos da forma asi1bi,. Sequindo o mesmo raciocinio na enésima

linha eliminaremos os elementos da forma a,1b1,. O determinante resultante serd:

ai

b1

agobo + ... + aopbny

an2b21 + ...+ apnbnt

b12

ag2bs + ... + aspbno

an2b22 + ...+ apnbn2

bln

a22bop, + ... + a2pbnn

an2ban + ...+ Aunbpn

(L1)

No sequndo determinante, multiplicamos a primeira linha por ase e subtraimos da seqgunda linha

eliminando os elementos da forma asobe,. Multiplicamos a primeira linha por aze e subtraimos

da terceira eliminando os elementos da forma assboy,. Sequindo o mesmo raciocinio eliminaremos

na enésima linha os elementos da forma anobey,. O determinante resultante serd:

a12

bo1

ag1b11 + az3bs; +

ap1b11 + apsbsy +

.o+ aonbnt

oot apnbni

bao

ag1b12 + az3bse +

an1b12 + anzbsa +

o+ aonbno

oo+ apnbno

an

a21b1p + ... + a2pbpn

an1bin + ...+ Aunbpn

Seguindo o mesmo raciocinio para os demais determinantes, o enésimo determinante resul-

tante serd:

(I11)
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bn1 bno bnn
anbin + ...+ a2 no1bp—11 azibio+...+a2 p1bp—12 ... anbip+...+ a2 n—1bn_1n
A1n
apibi1i + ...+ ap n—1bp—11 @bz + ...+ ap no1bu—12 ... apibin ...+ an po1bp_1n

Sejam A ) € By as matrizes A e B eliminando-se a linha m e a coluna n. O menor com-
plementar em (II), de b11, € o determinante do produto das matrizes A 1y e B(1 1) de ordem
n — 1. Obviamente, detA( 1) e detBy 1) sao os menores complementares de a1y e b1 das matri-
zes A e B, respectivamente. Por hipétese de indugdo det(Aq 1yB(1,1y) = detA( - detB 1y, e
consequentemente o menor complementar de by = detA qy - detB(y yy.

Da mesma forma o menor complementar,em (II), de bia € o determinante do produto das ma-

trizes Aq1,1) € B(1,2) de ordem n — 1.

a1 a2 @13 ... Qip bi1r b2 b1z ... by
a1 @22 @3 ... Q2p bor Do b2z ... Doy,
a1 aza azz ... aszp || b3 bz b3z ... b3, | =
apl Ap2 Ap3 ... GOpn bnl b2 bn?) cee bnn
agbos + ... +agpbpe ... a2bo, + ...+ az2ubpg
anoboo + ...+ apnbno ... apabon + ...+ apnbon

Consequentemente, o menor complementar de by2 = detA 1y - detB(j ).
Da mesma maneira o menor complementar de b1z = detA( 1) - detB13) e de forma geral
bln = detA(Ll) : detB(l’n) .

No segundo determinante, em (I1I), o menor complementar de by = det(A o) - Ba,1))-

a1 a2 a3 ... Qip b11 b2 big ... bin

a1 G2 G23 ... Q2p bor baa b2z ... ba,

azy azz azz ... azp || b3 b3a b3z ... b3y | =

apl ap2 ap3 ... Qpn bnl bn2 bn3 ce bnn
a21b12 + agzbza + ... +azby2 ... a21bi, + a23bz, + ...+ a2,byy
an1b12 + an3b32 +...+ annan ce anlbln + an3b3n +...+ annbnn

Logo, ba1 = det(Aq ) - Ba,1)) = det(Aq,2)) - det(Ba ).

Da mesma maneira o menor complementar de by = detA( g) - detB ) e de forma geral

(V)
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bon = detA(y gy - detBy ) -

Consequentemente, conclui-se de I, I1, II1 e IV que det(AB) é igual a

ar1(bindet A 1y-det B 1y —biadet A qy-det B o)+ . ..)+a12(bardet Ay 9y -det By 1) —baadet Ay 9)-

detBigy +...) + ...+ aip(bnidet Ay - det By, 1) — bnadetA( ) - detB, 0y +...) =

= ajdetAg 1y (biidet By 1) —biadet By 9y +. . .) —aiadet Ay 9)(—bardet B(o 1)+ baadet Bg oy +. . .) +
ot ()" Marndet Ay (1) opidet By, 1) + (—1)"2bnadet B, 2y + - . )

Na matriz B temos que (bndetB(lyl) —biadetB(y 9y + . . )= (—bgldetB(Zl) + boadet B(a 0y + . - )=
o= ((=1)""by1det B, 1y + (—1)"2bpadet B, 9y + . ..) = detB

Portanto, det(AB) = aidet A 1ydetB — ajadet A gydetB + ... + (—1)"+1a1ndetA(17n)detB =

= (an1detAg 1y — aradetAg oy + ... + (=1)"ar,det Ay ,))det B = (detA)(detB) |

Corolario 1. Se A € M(K,n) é uma matriz inversivel entao det(A) € K € um elemento
inversivel.

Demonstracao: Como A é uma matriz inversivel entdo existe A~! tal que A-A~' = A1 A =
I. Pelo Teorema 3 — Teorema de Binet, det(A) - det(A™) = det(I) = det(A) - det(A~1) = 1.

Portanto, det(A) é um elemento inversivel de K. [

Observagao 1. O resultado anterior ndo exige que K seja um corpo.

Exemplo 1.4.1. CONCURSO DE ADMISSAO AO CURSO DE FORMACAO E GRADUA-
CAO — INSTITUTO MILITAR DE ENGENHARIA — IME 2009

Seja A uma matriz inversivel de ordem 4 tal que o resultado da soma (A* + 343) ¢ uma matriz
de elementos nulos. O valor do determinante de A é

a) —81 b) —27 c) —3 d) 27 e) 81

Solugao:

Supondo K = R, se A é inversivel entdo det(A) # 0. (A* + 343) = Oy = At = 343 =
det(A*) = det(—3A43)

Pelo Teorema 3 (Teorema de Binet), det(A*) = det(A - A3) = det(A) - det(A3) = ... = det*(A)
Pela Propriedade 3, det(—3A3) = (—3)*det(A3). Pelo Teorema 3 (Teorema de Binet), det(A3) =
det(A-A?) = det(A)-det(A?) = ... = det3(A). Portanto, det(—3A3) = (—3)*det3(A) = 81det3(A)
Logo, se det(A*) = det(—3A3) = det*(A) = 8ldet’(A) = det*(A) — 8ldet*(A) = 0 =
det3(A)det(A) — 81] = 0 det3(A) = 0 = det(A) = 0 impossivel, pois A é inversivel.

det(A) — 81 = 0 = det(A) = 81.
Alternativa E.
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1.5 Teorema de Cramer

Segundo (Boyer, 1996) a Regra de Cramer, publicada em 1750, tem uma ideia similar ao que apre-
sentamos na introdugdo do Capitulo 1. Rompendo paradigmas preferimos fazer uma abordagem

diferente da apresentada nos livros didaticos como pode-se observar a seguir.

Definigao 5. Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Chamamos de matriz dos cofatores de

M, e indicamos por M’, a matriz que se obtém de M, substituindo cada elemento de M por seu

cofator. ) ) ) _
ailr a2 aiz ... Gy A A Az ... Ay,
a1 Q2 @23 ... Q2p Agr A Axz ... Ay,
. _ = I _
Assim, se M = | a3, a3y ags ... as, | entdo M' = | A3 Asy Ass ... As,
apl Aap2 ap3 ... Qpp Anl An2 An3 ce Ann

Defini¢do 6. Seja M uma matriz quadrada de ordem n e M’ a matriz dos cofatores de M,
definida anteriormente. Chamamos de matriz adjunta de M, e indicamos por M, & transposta

da matriz M’, isto é, M = (M')".

A Ao Az ... Am Bi1 Bia Biz ... By,

A Az Az ... App By1 Bay Bz ... Bo,

M= A3 Agz Asz3 ... Auz | = | Bu Bsa Bsz ... Ba,
L Aln A2n ASn cee Ann ] L Bnl Bn2 BnS e Bnn ]

Vie{l,2,..,n}
onde B;j = Aj;
vVje{l,2,..,n}
Teorema 4. Teorema de Cramer'®: Se M é a matriz quadrada de ordem n e I, é a matriz

identidade de ordem n, entdo M - M = M - M = det (M) - I,.

Demonstragdo: Seja M - M = (by,). Onde

n n
bik = Y aij- Bjp = ) aij - Ay,
i=1

Jj=1

Pelo Teorema de Laplace, se i =k = b, = det (M).

10 Adaptado de (Iezzi and Hazzan, 1977).
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Pelo Teorema de Cauchy se i # k = by, = 0. Logo, M - M, é a matriz diagonal.
det M 0 0 0
0 det M 0 0
0 0 detM ... 0 =det (M) - I
0 0 0 det M
Portanto,
M - M =det (M) - I, (1)
Analogamente, seja M - M = (c;). Onde
n n
cik =Y Bij-aj =Y Aji-aj
j=1 J=1
Pelo Teorema de Laplace, se i =k = c;, = det(M).
Pelo Teorema de Cauchy se i # k = ¢;;, = 0. Logo, M - M, é a matriz diagonal.
det M 0 0 e 0
0 det M 0 .. 0
0 0 det M 0 =det (M) - I,
0 0 0 det M
Portanto,
M- M =det (M) - I, (I1)
De (I) e (II) concluimos que M - M = M - M = det(M) - I,. |

O Teorema de Cramer € apresentado nos livros diddticos do Ensino Médio como descreveremos
a sequir'!.

Consideremos um sistema linear S onde o numero de equacdes € igual ao numero de incégnitas.

' Adaptado de (Tezzi and Hazzan, 1977).
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anry + apre + a13r3 + + amr, = b
a21r1 + aox2 + ao3x3 + + aonxn, = bo
S az1r1 + as3r2 + as3zr3 + + aspr, = b3
- - - - =
ap1T1 + ap2x2 + ap3rs + + GpnTn = by
O sistema S pode ser escrito na forma matricial A- X = C, onde

ail a2 a3 ... Gp x1 by

a1 a2 G23 ... a2, T2 ba

A= | as1 asx asg ... ag |+ X =] a3 [eC =] b
i Gnp1 A4n2 Aanp3 ... dpn | L Tn ] i bn, ]

Seja A a matriz de adjunta de A. Como A-X = C, temos, pelo Teorema 4 (Teorema de Cramer):

AA-X=A-C=det(A) I, - X =A-C = det(A)- X =A-C

d@t(A) - I A11 A21 A31 N Anl b1
det(A) L) A12 AQQ A32 e Ang b2
det(A) - I3 = A13 A23 A33 e Ang : bg
det(A) cTn Aln Agn Agn “. A,—m bn

Se det(A) # 0, entao X = mz - C. Na forma matricial temos:

x A Ay Az ... Ap b1

x2 Arg Agy Aszp ... Apo bo
1

x3 | = det(A) A1z Axz Aszz ... Apz || b3

Tn A Aoy Asp ... A by

logo, fazendo det(A) = D, entio, x; = %(Ah- by 4+ Agi - bo+ Az -bs+ ...+ Ay - by)

Seja D; o determinante da matriz obtida de A, substituindo-se a i'ésima coluna pela coluna dos
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termos independentes das equacdes do sistema. Assim

Corolario 2. Seja A uma matriz quadrada com elementos em K, A € M(K, n) e det(A) € K
seu determinante, entdo A é uma matriz inversivel em M(K, n) se, e somente se, det(A) é
inversivel em K.
Demonstracdo: A é uma matriz inversivel em M(K, n), entdo pelo Corolario 1 det(A) é
inversivel em K.
Analogamente, se det(A) é inversivel em K entdo pelo Teorema 4 (Teorema de Cramer) A-A =

A-A=det(A)-I,, e A- (ﬁ(z“) -Z) = (m 'Z> - A =1I,, entao A é uma matriz inversivel

em M(K, n). |
11
Exemplo 1.5.1. Seja A = € M(Z, 2) Como det(A) = 1 entdo A é uma matriz
1 2
-1
inversivel em M(Z, 2). De fato, A~! =
-1 1
11
Exemplo 1.5.2. Seja A = € M(Z, 2) Como det(A) = 2 nao é inversivel em Z entao
1 3

A nao é uma matriz inversivel em M(Z, 2).

[asy

Por outro lado A pode ser considerada uma matriz em M(Q, 2) e como det(A) = 2 é inversivel
3
2

em Q temos que A é inversivel em M(Q, 2), de fato, A= =

||
—_
N[ w“
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Polinomios de matrizes

2.1 Introducao

Para efeito deste capitulo considere, indistintamente, K um dentre os corpos Q, R e C.

Observamos que no capitulo anterior K nao era necessariamente um corpo.

Definigdo 7. Seja f € (K[x]\0) e a; € K,i € {0,1,2,...,n}, tal que f(z) = apa" +an_12" 1+
...+ a1z + ag. Dado A = (aij)nxn € M(K,n x n) definimos f(A4) = a, A" + An 1 A"V

a1A + agl, o polindbmio matricial de A aplicado em f onde I,, é a matriz identidade de ordem n.

2.2 Polindmio caracteristico

Sejam! A = (@ij)nxn € X = (xij)nx1 matrizes que satisfazem a equagdo matricial A - X =

A X (X € K). Logo, temos:

ail; — A ais ais ... A1n T 0

asy agy — A a3 e aon xT9 0

A-X =N X=(A-X1)X= asi asy  azz— A ...  asp w3 [T |0
anl an2 an3 coo Qpn — A Tn, 0

! Adaptado de (Frank, 1971).
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O sistema de equagoes homogéneas formado admite solugées nao triviais se, e somente se,

all — /\ ai12 ais e A1n
as1 asy — A\ as3 - a2y
det(A—X-1I) = asi asz as — A ... asn =0
an1 an2 an3 R

O desenvolvimento desse determinante dd-nos um polindémio A(\) de grau n em A, chamado
polinémio caracteristico da matriz A. A equacdo A(\) = 0 é chamada equagao caracteristica
de A e suas raizes complexas A1, Ag,..., A, sdo chamadas de raizes caracteristicas de A. Se

A = \; é uma raiz caracteristica entdo (A — A\I)X = 0 admite solugbes nao triviais.
Observagao 2. Os termos de A — AI sao polindmios, elementos de K[A].

Observacio 3. Seja A(\) = N\ + a; A" P 4+ ... 4+ a,_ 1\ + oy, o polindmio caracteristico da
matriz A. O coeficiente ay, de A(X) é igual ao determinante da matriz A.

Demonstragdo: A(\) =det(A—X-1) = "+ X" 1+ +an 1A+ .

Basta tomar A = 0, entdo det(A —0-1) = 0" + 10" 1+ ... + 10 + .

Logo, detA = ay,. |

Exemplo 2.2.1. CONCURSO DE ADMISSAO AO CURSO DE FORMACAO E GRADUA-
CAO — INSTITUTO MILITAR DE ENGENHARIA — IME 2009

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, definida da seguinte forma:

o o0s elementos da linha i da coluna n sao da forma —(, " ,);

 o0s elementos imediatamente abaixo da diagonal principal sao unitérios, isto ¢é, a;; = 1 para
t—j=1
e todos os demais elementos sdo nulos.

Sendo I a matriz identidade de ordem n e det(M) o determinante de uma matriz M, encontre
as raizes da equacao det(x -1 — A) = 0.

Solugao:
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Seja M = (z-1—A) =

z 0 0 0o ()
-1 z 0 o (")
0 —1a .. 0 (")
0 0 0 ... z (3
0 0 0 ... -1 z+(}

Aplicando o Teorema 1 (Teorema de Laplace) a primeira linha de M obtemos os determinantes

de ordem n — 1 abaixo:

det(M) =z - (—1)%-

-1 =z 0
0 -1 =z
Como
0 0 0
0 0 0

temos que det(M) =

z 0
-1 z
x| 2(—1)2
0 0
0 0
-1 =z
Como o

z 0 o (") -1 = 0 0
-1 =z 0 (") 0 -1 =z 0
+ () (=D
0 0 T (3) 0 0 0 x
0 0 -1 z+ () 0 0 0 -1
0
0
= (=1)""! pois é o determinante de uma matriz triangular,
x
—1
x 0 o (")
-1 =z 0 (")
w(=1)2] ¢+ ¢ o : + (1) (—1)*", entdo det(M) =
0 0 x (3)
0 0 -1 x4 (7))
! (n%) -1 =z 0
) 0 —1 0
+ () (=D + ()
z o (3) 0o .
-1 z+ ()
0
! = (—1)""2, pois ¢ o determinante de uma matriz triangular, temos
-1
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z 0 0 (")
-1 = 0 (s
que det(M) = 22| @ .. S A L )
0 0 ... = (5)
0 0 ... =1 z+(}
Sequindo o mesmo raciocinio concluimos que
det(M) = z"2 ! &) +o+ () (S )+ () =
-1 z+(3)
P e() + G+ + G+ (e + () =

2"+ (2" (a4 ()2 + () () = @+ )"

Entao a equagao det(x - I — A) = 0 pode ser substituida por det(x - I — A) = (z + 1)" = 0 cuja

solucdo (x = —1) tem multiplicidade n.

2.3 Teorema de Cayley-Hamilton

Lema 5. Considere a sequinte equagcdio polinomial com coeficiente matriciais Ap\™+ Ay N1
AN+ A =0, %, A = (al(f))nxn € M(K, n). Se a equagio é satisfeita para todo X € K
(K um corpo infinito). Entio A; =0, j € {0,1,...,n}

Demonstragao: Vamos considerar os elementos posicionados na primeira linha, primeira

coluna das matrizes A;. Como a&?))\m + agq_l)/\m*1 +...+ agll))\ + ag(i) = 0 para todo X € K,

como K € infinito, entdo a&’i) =0,k=0,1,2,...,n. Analogamente, al(;l)/\m + agl_l))\m_l +...4+
agjl-))\ + az(;-)) =0 e para K infinito temos agl) =0 Vi, j, n. |

Teorema 6. 3Seja A € M(K, n) uma matriz quadrada de ordem n com matriz caracteristica
(A — M) € M(K[)\], n) e equacdo caracteristica A(N) = det(A — X) = X" + a1 A" L+ ...+

Qp_ 1A+ an = 0. Entdo,

A(A) = A"+ A"V a1 A+ anl =0,

isto € toda matriz A satisfaz sua equacdo caracteristica.
Demonstracdo: * Considere a matriz (A — XI) (conforme a Definicio 6, a matriz adjunta

formada pelos cofatores obtidos ao retirar-se de (A—\I) uma linha e uma coluna), com elementos

2Matriz nula de ordem n.
3 Adaptado de (Frank, 1971), (UNICAMP, 2013a) e (UNICAMP, 2013b).
4 Adaptado de (UNICAMP, 2013b).
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cuja maior poténcia em \ é X""L. Assim, pode-se escrever

(A=) =B\ P 4+ B X" 2+ ...+ B,1A+B, (I

sendo B; (1 <1i < n) matrizes (n X n) constantes (isto é, independentes de \) a determinar.

Por outro lado, pelo Teorema 4 (Teorema de Cramer), para todo X\ € K, temos:
(A=A (A — ) =det(A— NI (I1)
Substituindo I em I1 temos

(A= XD)(BIN" 4+ BoA" 2 ...+ By 1A+ By) = det(A — \)I

—BI\" + (ABy — Bo)A" '+ (ABy — B3)A" 2 + ... + (AB,_1 — By)A+ AB,, = det(A — \I)I

Substituindo o plindmio caracteristico em det(A — \I) -1

—BI\" + (ABy — Bo)AN" '+ (ABy — B3)A" 2+ ...+ (AB,,_1 — By)A+ AB,, =

NI+ N+ 4+ ap g M+ and

Igualando os coeficientes de mesma poténcia em A, pelo Lema 5, temos:

—B; = I
ABl — BQ = Oélf
ABQ — Bg = OéQI

ABn—l_Bn = an—lf
AB,, =  a,l

Multiplicando a primeira equagio por A", a sequnda por A"~ ', e as demais iésimas linhas por
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A=0=1 " obtemos

—A"By = A —A"By = A"
A" Y AB; — By) = A" oyl A"B; — A" 'By = a A"
A""2(ABy — B3) = A" 2qol AVIBy — A"2B3 = qpAnT?

=
AYAB,_1 — B,) = Alay, I A’B, 1 —AB, = a,,A
AB, = anl AB, = apl

Note que a soma dos elementos da ultima coluna(d direita nas equagoes), € igual a A(A) pelo

Teorema 6. Jd a soma dos termos da esquerda, na terceira coluna, serd:

(*AnBl + AnBl) + (*An_lBQ + An_lBQ) + (*An_ZBg + An_QBg) + ...+

+(—A?Bn_1 + A’B,_1) + (~ABy + ABy) = O,

Logo, A(A) = O,,. |

0 0O
Exemplo 2.3.1. Considere a matriz A= | o ¢ 2 |. Calcule A2013,

0 20
Solugao:
-2 0 0
O polindmio caracteristico da matriz A é A(\) =det(A—X-I)=| 0 —x 2 | =-A3+4)
0 2 =X

Logo, A(A) = —A3 4+ 4A =0= A% =44
Assim, A% = 44 = A5 = 44% = 164 = A7 = 1643 = 644 = A* = 4"7" A (k {mpar).
Por inducao temos:

Para k=3 = A3 =45 A = A3 = 4A, logo a propriedade é valida para k = 3.

k—1

Supondo a propriedade valida para k, AF = AT A = AR A2 = 4T A A2 = 45T AB =
4T A= 4" A
Logo, Ak+2 = 45 Aea propriedade é vélida para k + 2.

2013—-1
2

Portanto, A%2013 =4 A = 41006 . 4 — 92012 4
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0 O 0
A2013 — 0 0 22013

0 22013 0

2.4 Polindmio minimo

Seja A = (aij)nxn € M(K,n x n). Pelo Teorema de Cayley-Hamilton existe um polindmio

f € (K[z]\0) tal que f(A) =0, € M.

Definicdo 8. 3 O polinomio moénico® de menor grau tal que f(A) = 0,, é chamado polinémio

minimo de A.

Proposicao 1. Seja A uma matriz de ordem n e my(x) € K seu polinomio minimo. Se
f(z) € K é um polinémio tal que f(A) =0, entdao ma(x)|f(x). Em particular, pelo Teorema de
Cayley-Hamilton, ma(z)|A(N), onde A(X) é o polinémio caracteristico da matriz A.

Demonstragao: Ao realizarmos a divisao euclidiana de f(x) por m(x) vamos obter um quo-

ciente q(x) e um resto r(x). Consequentemente,

f(x) =m(x) - q(z) +r(x) & r(z) = f(z) —m(z) - q(z)

com o grau de r(x) menor que o grau de m(xz) ou r(x) = 0. Se r(x) ndo é o polindmio nulo,
entdo, avaliando o polinémio r(x) em A temos r(A) = f(A) — m(A) - q(A).
Como f(A) = m(A) = 0, entio r(A) = 0, — 0, - q(A) = 0,, mas isso é um absurdo pela

minimilidade do grau de m(x), e portanto, ma(z)|f(x). |

Proposigao 2. Seja A uma matriz de ordem n. Se existir f(x) = A" +an_12" 1 .. Farz+ag
um polinomio tal que f(A) =0, e ag # 0, entdo A é inversivel.
Demonstracdo: Como f(A) = 0,, entio f(A) = a,A" + a1 A" 1+ ...+ a1 A+ agl = 0,,.
Assim

Alan A" fa, A2 4t agA 4 ay]) = —agl, como ag # 0

1
—— A(ap A" a1 AT At a ) =1
"o

% Adaptado de (UNICAMP, 2013a).
5Polinémio cujo coeficiente do termo de maior grau é unitdrio.
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1
A — (an A"ty (AP agAt+a D) =1
—ag
Logo
1
A= ——. (anA"_1 +an 1AV 2 4.+ asA+ ayI)

Exemplo 2.4.1. CONCURSO DE ADMISSAO AO CURSO DE FORMACAO E GRADUA-

CAO — INSTITUTO MILITAR DE ENGENHARIA — IME 2003

Considere uma matriz A, n x n, de coeficientes reais, e £ um nimero real diferente de 1. Sabendo-

se que A% = k- A, prove que a matriz A + I é invertivel, onde I é a matriz identidade n x n.
Solugao:

Seja M = A+ I, entdo A= M — I. Como A3 =k - A, entdo (M — 1) = k(M —I).

Assim M3 —3M? +3M — I3 = kM — kI = M3 —3M? + (3 — k)M + (k—1)I = 0.

Logo, f(x) = 2% — 322 + (3 — k)x + (k — 1) = 0 é um polinémio tal que f(M) = 0.

Como k # 1= (k—1) # 0 e, entdo, pela Proposicao 2 M = A + I é invertivel.

Em particular, M | t1p (M2 = 3M + (3 = k)I)] = Te M~1 = (A+1)"! = |1 (M2 = 3M + (3 - k)1).

Proposicao 3. Seja A uma matriz de ordem n. A € inversivel em M(K, n) se, e somente se,
det(A) € inversivel em K.

Demonstracio: A ¢ inversivel, entdo A- A1 =1, e det(A- A7) = detl.

Pelo Teorema 3 (Teorema de Binet), det(A- A™') = detA - detA=! =1, logo detA é inversivel
em K.

Reciprocamente, pelo Teorema de Cayley-Hamilton A™ + 01 A" ' + ...+ apn_1A+ anl = O,
Logo, A" + a1 A" '+ ...+ a, 1A= —a,l

Pela Observagdo 3 oy, = detA. Como detA é inversivel em K,

A b o A" 24 g At an |

—detA I

A(A™ 4 g A2 4+ o) = —detA-T = A

Logo,
an A" 1AM 4 A+ aq ]

A7l =
—detA

Proposicao 4. Seja A wma matriz inversivel de ordem n, polindomio caracteristico A(X) =
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det(A— M) = \"+a A" P+ .+ an 1A+ a, e ma(\) € K seu polinémio minimo. Se By, € o
termo independente de ma(\), entdo By, # 0

Demonstragdo: Pela Observacao 3 o, = detA. Como A é inversivel, entdao oy, # 0.

Pela Proposigao 1, ma(N)|A(N), logo A(X) =ma(N) - q(N). (1)

Considere ma(A) = A™ + SIAN L+ 4 B A+ B e

qA) = AT Ly Ny A Yo

De I concluimos que oy = Bm - Yn—m- Como a, # 0, entdo B, # 0. |

2.5 Aplicacgoes
Vejamos alguns exemplos de aplicacdo dos polinomios de matrizes.

Exemplo 2.5.1. XXVI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA — Primeira Fase —

Nivel Universitario (2004).

10 4
Considere a matriz complexa A= | 0 ¢ 0 |. Calcule 42004,
i 0 1
Solugao:
1-—A 0 ]
O polinémio caracteristico da matriz A é A(X) = det(A—X-1) = 0 0-X 0 =
1 0 1—A

AL =A)2 = A= A1 =22+ A2+ 1) = -3 +2)2 -2

Logo, A(A) = —A3 +2A42 —2A =0= A3 =242 - 24

Assim, A* =243 — 242 ¢ A* = 2(242% — 2A) — 2A% = A* =2A? — 44 = 2(A% - 2A)

E, (AY)? = [2(42-24)]? = A8 = 4(A* — 443 +4A%) = A® = 4[2A% —4A—4(2A% —2A) +44?%] =
A8 = 4(—2A% + 4A) = A% = —8(A? —2A4).

Concluimos que A* e A® estdo em fungao de (A% — 24). Além disso,

(A2 —2A4)2 = A* —4A3 + 4A? = 2A% — 4A — 4(2A% — 2A) + 4A% = —24% 4 44 = —2(A? — 24)

0 0 22 1 0 1 -2 0 0 1 0 0
Poroutrolado, A2—24=| 0 0 0 |-2|l0 0 0ol=|0 0 0 |=-2|0 0 0

22 0 0 1 01 0 0 -2 0 01
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1 00 100
EA'=2(A%2-24)=2-(-2)|0 0 0|=-4|0 0 0
0 0 1 0 01
100 100 1 00 100
SeiaM=1|0 0 0l,logjoM?=|0 001|100 0]|=]|00 0] =M e, portanto,
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 01
M¥ = M,k € N\ {0}.
_ 91002 0
Consequentemente, A2004 = (41)501 = (—4M1)501 = 4501 501 = 21002 pp — 0 0 0
0 0 _21002

Exemplo 2.5.2. XXIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA — Primeira Fase —
Nivel Universitario (2002).

Seja A a matriz real n x n

T4y x T

T r+y T
A=

T T r+y

Diga para que valores de = e y a matriz A é inversivel e calcule A~ 1.

Solucgao:
11 ... 1 11 ... 1
11 ... 1 11 ... 1
A=z| | tyl.-SejaJ=| |, logo A=aJ +yl.
11 ... 1 11 ... 1
1 1 ... 1 11 ... 1 nn ... n
1 ... 1 1 1 ... 1 n n ... n
Temos, ainda, J? = o N ' = =nJ
1 1 ... 1 11 ... 1 nn ... n

JP=J%J=nJ-J=nJ?=n%]. Assim, J¥ =n*"1J (k> 1).
Por inducao temos:
A propriedade ¢é valida para k = 2.

Supondo valida para k, temos J* - J = nF1J . J = JFtl = ph-12 o Jghtl — pk-1 .0 J =
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J’k+1 :nkJ

Assim a propriedade é véilida Vk € N, k > 2

De A = zJ+yl temos, (A)? = (xJ+yl)? = A% = 222 22y J+y* ] = A? = 2°nJ+2xyJ+y*1 =
A? = xJ(on + 2y) + y*T

Como A=zaxJ+yl =xJ=A—-yl.
Substituindo na igualdade anterior, temos A% = (A — yI)(zn + 2y) + y?I = A? = nxA + 2yA —

nzyl — 2y%1 + y?1 = A% = (nx + 2y)A — (nay + y2) = A% — (nx + 2y)A = —(nay + vy =
A[A — (nz + 29)I] = —(nzy + )1 (I)

Se detA[A — (nx + 2y)I] =0 < detA = 0 ou det[A — (nx + 2y)I] = 0.

Como detA[A — (nx + 2y)I] = det[—(nxy + y?)I], entdo para que a matriz A seja inversivel
devemos ter det[—(nxy+y?)I] # 0, isto é, —y(nx +y) # 0. Isso ocorre se y # 0 e nx +y # 0(z #
=)

De (I) concluimos que para —(nzy + y?) # 0, temos A {W(A — (nz + 2y)1)} = I, logo

1

Al | -
—(nzy + y?)

(A— (nz+ 2y)I)]

Exemplo 2.5.3. CONCURSO DE ADMISSAO AO CURSO DE FORMACAO E GRADUA-
CAO — INSTITUTO MILITAR DE ENGENHARIA — IME 2002
Quatro cidades, A, B, C e D, sdo conectadas por estradas conforme a figura abaixo. Quantos

percursos diferentes comecam e terminam na cidade A, e possuem

(a) exatamente 50km?

(b) n x 10km?

Solugao:
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10 km

1
Seja M = (aij)axa =
1

1

—

0
1
1

D

Figura 2.1: esboco das estradas

11
11
a matriz que relaciona o niimero de maneiras de se
0 1
10

deslocar entre as cidades i e j, passando por uma estrada. As cidades estdo associadas aos

numeros: A=1,B=2,C=3e D =4

3

E facil ver que M2 =
2

2

2
3
2
2

2 2
2 2
nos fornecerd o nimero de maneiras de se deslocar entre
3 2
2 3

as cidades ¢ e j, passando por duas estradas com um deslocamento igual a 20K'm.

Isto indica que o nimero de maneiras de ir da cidade ¢ & cidade j utilizando exatamente k

estradas ¢ o elemento a;; da matriz M k.

Demonstracao: Por inducdo, temos:

1% Parte.
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ailr a2 a3 ... Qin
. a1 a2 Q23 ... Q2 . ) .
Seja A = . E imediato verificar que:
L Gpl QAp2 ap3 ... GQpn ]
aj; =0 set = j
a;; =1 se hé estrada interligando i a j ou a;; = 0 caso contrario (i # j)

2% Parte.
Por inducao sobre n temos:
b1 bz b1z ... bip
ba1 baa beg ... b2y
Seja A™ = B = o nimero de maneiras de ir de ¢ a j utilizando n
L bnl bn2 bn3 e bnn i
estradas.
€11 Ci2 €13 ... Clp
. C21 C22 C23 ... Con
Seja ATl = A" . A=C =
Cnl Cn2 Cp3 ... Cpn

Analizemos o elemento ¢ — bi1-a11 +big-as1 + ... —|_— bin - ani-

Por hipétese, cada elemento by; indica o nimero de maneiras de ir a cidade "1” a cidade 757,
passando por n estradas. Temos, ainda, que cada elemento a;; indica se hd ou ndo estrada
interligando a cidade 7¢” a cidade ”;5”. Assim, o total de maneiras de ir da cidade ”1” a cidade
”1”, passando por n + 1 estradas serd (byy - k1 + bi2 - ko + ... + b1y - k) onde cada k,, =1, m €
{0,1,2,...,n}, se ha estrada interligando i & j ou k,,, = 0 caso contrario.

Ora, os elementos a;; indicam exatamente isto.

Portanto, b11 - a11 + b12 - as1 + ... + b1y - a1 = c11 é o total de maneiras de ir da cidade ”1” a
cidade ”1” | passando por n + 1 estradas.

Analogamente, os demais elementos ¢;; da matriz C' seguem o mesmo raciocinio de c11 e, por

hipétese de inducao, c;; nos fornecera o nimero de maneiras de ir de 7 a j utilizando n + 1

estradas. [ |

Assim, para obtermos exatamente 50km basta calcularmos M?.
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11 11
11 11

Seja J = e I a matriz identidade. Assim a matriz M = J — I.
11 11

11 11

No exemplo anterior mostramos que J2 = nJ e J*¥ = n*1J. Assim J? = 4J.

Logo, M2 = (J - 1) = M?=J? -2JI +1?=4J —2J + 1 =2J + I.

Segue que , M3 = M?-M = 2J+1)(J—1I) = 2J*-2JI+I1J—1* =8J-2J+J—1 = M3 =7J—1I.
MY=M3- M=TJ-DJ-1)=7J>~7J] —1J+1*= M*=20J +I.

M?=M*- M = (20J +I)(J — 1) =20J% —20J1 +1J — I?> = M> =61J — I.

O numero de percursos diferentes que comecam e terminam na cidade A com exatamente 50km

sera obtido pelo termo a1 de M?®, isto é, 60.

O ntmero de percursos diferentes que comecam e terminam na cidade A, e possuem n x 10km,

pode ser calculado como

et (s (2 s

e Qe (e (e

Como a resposta procurada serd obtida do termo a1 de M™, temos

o= (p)rt v (e oo (1 e+ (2w

Multiplicando e, ao mesmo tempo, dividindo por 4, obtemos

1 e ) L A
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[(4=1)"+3-(=1)"]

ail =

e

33 (-1)n

33



Capitulo 3

Sequéncia didatica

3.1 Introducao

Neste capitulo é apresentada a sequéncia didatica a ser aplicada aos alunos do 2° Ano do Ensino

Médio. A sequéncia possibilitard resolver problemas que envolvam as poténcias de matrizes.

3.2 Particularidades

1. Publico alvo

Alunos do 2° Ano do Ensino Médio.

2. Objetivos
Definir a poténcia de matrizes.
Comprender o Teorema de Cayley-Hamilton.

Resolver problemas envolvendo as poténcia de matrizes.

3. Descricao Geral
A sequéncia didética deve ser realizada em duas partes, cada uma com 2 (duas) horas aulas,
totalizando 4 (quatro) horas aula. Esta pode ser aplicada nas aulas regulares, em aulas de

aprofundamento ou em mini curso direcionado aos alunos e/ou professores.

3.3 Metodologia

Para introduzir a ideia podemos usar o seguinte exemplo:

a b
Seja A = . Vamos calcular o determinante de (A — AI') onde I é a matriz identidade.

c d
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a— A b
det(A — \I) = = A2 — (a +d)\ + ad — be. Agora vamos substituir A por A e
c d— A

simplificar o maximo possivel. A2 — (a + d)A + ad — be = A? — (a + d)A + (ad — be)I =
- 2

a b a b 10

— (a+4d) + (ad — be) =
c d c d 0 1
a’+bc ab+bd —a® —ad —ab—bd ad — be 0 0 0
+ + = =02
ac+cd be+ d? —ac—cd —ad— d? 0 ad — bc 00

Seguindo a mesma linha de raciocinio apresentamos o Teorema de Cayley-Hamilton e o exemplo
descritos no Capitulo 2.
Podemos apresentar aos alunos alguns exercicios como o de (Paiva, 1995).

Sendo A uma matriz quadrada de ordem n, defini-se:

AV =1, A'=A; AF=A-A-A-...-AVkkeNk>2.

kfatores

8
Dada a matriz A = , determine:

-1 -3
a) A° b) Al c) A2 d) A3 e) A8 f) A3
A solucgao esperada pelo autor é:
Pela definicio A° = I, e Al = A.
3 8 3 8 10
-1 -3 -1 -3 0 1
A3 =A% . A=1- A=A

Assim concluimos que A%" = (A2)" =T e ATl = A?". A = A.

Logo, A =Te A% =A

Resolvendo pelo Teorema de Cayley-Hamilton temos:

3-X 8
AN = =—9+3X—-32+A2+8
-1 -3-2A

AN =X -1=0
A(A)=A2-T=0=A%=1T

Analogamente como na solugdo anterior temos:
A3 =A2. A=T-A=A

B, A" = (A" =T e A"l = A" . A = A,
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Logo, A8 =Te A% = A

Vejamos agora um exercicio resolvido de (Iezzi and Hazzan, 1977):

1 1
Sendo A = , calcular A%, A3 A*e A" (neNen>1)

0 1
Solugao:
11 11 1 2
A2 = . =
0 1 0 1 0 1
1 2 11 1 3
A3 = A%A = . =
01 01 01
1 3 11 1 4
01 01 01
Observamos que em cada multilplicagdo por A os elementos aj1, a1 € ass Nao se alteram e o
1 n
elemento ais sofre acréscimo de 1. Provariamos por indugao finita sobre n que A" =
0 1
Resolvendo pelo Teorema de Cayley-Hamilton temos:
1-—A 1
AN) = =(1-XN)2=1-2)\+)2
0 1—A

AN =1-22+)2=0

A(A) =A% - 24+T1=0= A2=24-1

A3 =A% A=(2A-1) - A=2A2-A=202A—-1)—A=4A—-2] - A=3A-2]

At =A% A=BA-21)-A=342-24=32A—-1)-2A=6A—-31 —2A=4A-3I
Observamos que a cada poténcia de A o seu expoente aparece como coeficiente de A e o seu
antecessor como coeficiente de 1.

Provarfamos por indugéo finita sobre n que A" =nA — (n —1)1.

Lista de Exercicios.

-3
1. (UFF) Considere a matriz M = . Os valores de k que tornam nulo o determi-
4 5

nante da matriz M — kI, sendo I a matriz identidade, sdo:

a)0ed b)4eb c)—3eb d) —3e4 e)0eb

2. Sendo A uma matriz quadrada de ordem n, defini-se:
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A=1,, A'=A; AF=A-A-A-... AVk keNk>2.

kfatores

1 -1
De acordo com essa defini¢cdo, calcule as seguintes poténcias da matriz A =
0 -1
a) AV b) Al c) A? d) A3 e) A% f) AT
a
3. (UFPB) Sendo a e b numeros reais, considere a matriz A = . Sabendo que
1 b
A? =2A, o valor de (a — b) é:
a) —2 b) —1 c)0 d)1 e) 2
0 1 0 -1
4. (UFPE) - Modificado - Considere as matrizes A = , B = el =
-1 0 1 1
1
. Calcule:
01

a) A b) BS c) (AB)'?

1 1
5. Se A= , calcule A2, A3 e A%

1 2
0 a
6. Dé todas as matrizes A = , que satisfazem A3 + A = O.
b 0
11 2
7. Determine o polinémio caracteristico da matriz A= | 1 2 0
0 1 1

11
8. Seja a matriz J = . Calcule J?, J3, J*e J".

1 2 2
9. ParaamatrizA= | 2 1 2 | verifique que A2 —4A — 513 = Os.

2 21
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1 0 1
10. Se A= | 2 3 4 | verifique que A=1 = —1 (42 — 24 — 4I).
-1 0 -2
Observacgao: alguns exericios desta lista foram retirados de (Neto, 2009).
Respostas
1. C
2. a)l Db)A= b ol d)A= b ol HA= bt
0 —1 0 —1 0 —1
3. C
4. a)l b)l o)l
5. A2=3A—-3I, A3=6A—-9Ie A*=9A —27]
6. a:b:Ooub:—é
7T.AP—4A? 4+ 4A-31=0
8. J2=2J,J3=4J,J*=8J e JV =2""1]
9. Utilize o Teorema de Cayley-Hamilton.
10. Calcule a equacdo caracteristica, isole I e multiplique ambos os membros por A~1.
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Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho é trazer uma nova abordagem na solugao de problemas envolvendo
poténcias de matrizes. Apds uma revisdo das defini¢oes, propriedades e teoremas das matrizes e
determinantes estudados no Ensino Médio, descrita no Capitulo 1, apresentamos no Capitulo 2
a definicdo do polindmio caracteristico, a demonstracdo do Teorema de Cayley-Hamilton e a
defini¢do do polinémio minimo. De posse dessas ferramentas apresentamos, através de exemplos,
solucoes para alguns problemas mais elaborados. Encerrando o trabalho sugestionamos uma

proposta de sequéncia didatica para ser aplicada aos alunos do 2° Ano do Ensino Médio.
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