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RESUMO

As dificuldades de visualizar s6lidos geométricos por parte de alunos do
segundo ano do ensino médio faz com que muitos deles ndo se sintam atraidos por esse
conteldo tdo importante e interessante. Quando o aluno vé, por exemplo, um cubo
desenhado em perspectiva no quadro, muitas vezes ele ndo estd entendendo de fato a
figura, e para ter certeza disso basta pedir para ele contar o nimero de arestas ou
vértices do poliedro, o que em muitos casos ele ndo consegue imediatamente. Podemos
dar outro exemplo, que sdo as alturas e apdtemas que quando sdo tragcadas no quadro
geram muitas ddvidas nos estudantes. Com base nisso decidimos aplicar uma atividade
que fizesse o estudante construir os sélidos que estudamos, trazendo uma parte pratica
ao assunto dos sélidos geométricos. Iremos permitir que os alunos usem quaisquer
materiais para fazer a construcgéo, pois o intuito dessa atividade é fazer com que o aluno
no ato da construgdo do seu sélido ou na observacdo do solido construido tire suas
duvidas quanto as figuras ou segmentos ndo visualizadas de outrora. Essa atividade foi
feita em sala de aula ou em outro ambiente, como em casa ou biblioteca da escola, com
supervisdes periodicas para auxiliar os alunos na construgédo. Essa atividade contribuiu
muito para dirimir as dificuldades que os educandos tém na visualizacdo de um sélido

geométrico trazendo assim uma maior facilidade no aprendizado do referido assunto.

Palavras-chave: Construcdo, Solidos geomeétricos, Poliedro, Parte prética, facilidade no

aprendizado.



ABSTRACT

The difficulties of visualizing geometric solids by students of the second year of high
school means that many of them do not feel attracted to such content as important and
interesting. When the student sees, for example, a cube drawn in perspective in the
context he often does not understand in fact the figure, and to make sure that just ask
him to count the number of edges or vertices of the polyhedron, which in many cases it
fails immediately. We can give another example which are the heights and when
apo6temas are drawn within generate many doubts in students. Based on this we decided
to implement an activity that makes the student build the solids studied, bringing a
practical part of the subject geometric solids. We will let students use materials which
wants to build, since the purpose of this activity is to make the student at the time of its
solid construction or observation of the solid built ask your questions about the figures,
or segments not visualized once. This activity was done in the classroom or in another
setting, such as at home or school library, with periodic supervision to assist students in
building. This activity contributed much to resolve the difficulties that students have in

view of a geometric solid thus bringing greater ease in learning the said issue.

Keywords: Construction, Geometric solids, Polyhedron, Practice, ease of learning.
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Introducéo

O ensino do contetdo de sdlidos geométricos nos dias de hoje, na maioria das
escolas de Pernambuco, estd limitado ao uso de recurso didatico, tais como livros ou
apostilas, e ao uso do quadro branco, onde todos esses meios sdo regides planas. Entéo,
como ensinar um contetdo tridimensional no plano? S6 fazendo figuras em perspectiva,
que em muitos casos 0 aluno ndo consegue visualizar sua forma tridimensional
adequadamente, deixando de observar aspectos relevantes do conteldo, como por
exemplo, uma face, ou um segmento como a altura ou ap6tema de uma face. No intuito
de diminuir essas dificuldades iremos aplicar uma atividade para que 0s alunos
construam esses sélidos no espaco tridimensional de modo que 0s mesmos tenham uma
aprendizagem mais eficaz. Nessa atividade iremos dividir em cinco grupos uma sala
com 40 alunos do 2° ano do ensino médio, cinco grupos de oito estudantes cada, e
delimitar a cada um desses grupos s6lidos geométricos para que 0s estudantes possam
trabalhar na construgdo dos mesmos. N&o espera-se que nessa atividade existam
problemas de falta de estrutura adequada a aplicacdo da atividade, visto que a maioria
dos alunos da escola tem a estrutura fisica oferecida pela escola e os materiais usados
podem ser reciclaveis. A atividade consistira de que os alunos fagcam as construgdes em
tempo complementar fora da sala de aula, sem supervisdo mas podendo usar a estrutura
da escola, deixando para as aulas o momento de aprendizado dos contetdos e
direcionamentos das construcoes, ou seja: O professor que orienta esses alunos tem o
papel de mediador do conhecimento, fazendo a ponte entre os referidos conhecimentos
e os alunos, preenchendo as lacunas quando necessario. Ao final das construcfes os
grupos que foram formados na sala inicialmente, fardo uma apresentacao para o grande
grupo mostrando aos demais 0s meios aos quais fizeram suas construcdes, tais como em
gue momento, quais 0s materiais usados, que sequéncia usada para fazer os sélidos. E
também devem fazer uma ponte com conteddo que se ministra em sala, ou seja: devem
calcular os comprimentos, areas e volumes dos solidos que eles mesmos construiram. E
finalmente iremos fazer uma avaliacdo geral sobre os impactos dessa atividade sobre a
aprendizagem dos estudantes, tais como se 0 aluno se sentiu mais atraido pelo contetido
visto que podemos chamar de uma atividade ludica o que foi posto, e também se as

dificuldades que podemos constatar em alguns alunos quanto a visualizacdo de partes



dos s6lidos no plano foi minimizada ou extinta. Iremos mensurar esses aspectos através

do contato com o aluno durante todo o processo e ao final com uma avaliagdo escrita.

Capitulo 1: Descricdo da atividade

Fundamentacao teorica

Iniciamos este tdpico, destacando a seguinte questao:

Porque estudamos geometria? Para Freudenthal (1973) a geometria comegou
bem antes de Euclides, quando o homem comegou a organizar as suas experiéncias
espaciais. Buscando a natureza destas experiéncias, poder-se-ia admitir as ideias de
Eves (1969), que afirma que o homem, através da percepcdo, reconhecia e comparava as
formas existentes na natureza como, por exemplo, o contorno circular da Lua, as teias
de aranha, que se parecem com poligonos. Assim , ao observar a natureza e perceber
regularidades nas formas, a mente reflexiva do homem construia uma geometria
intuitiva, que depois viria a se tornar uma geometria cientifica. Logo, para responder a
pergunta inicial deve-se ter em mente que a geometria € uma ciéncia aplicavel ao nosso
cotidiano, onde se pode apreciar esse fato quando queremos melhorar a produtividade
de uma plantacdo ou quando queremos calcular o consumo médio do veiculo para
calcular sua rentabilidade através do volume de combustivel e distancia percorrida pelo
carro. Engels (1975) tambem afirma a importancia da geometria no cotidiano quando
afirma que a capacidade do homem de geometrizar a realidade nasceu da necessidade
do trabalho, em outras palavras, 0 homem por necessidade de se desenvolver procura
aperfeicoar a geometria para usa-la a seu favor.

Segundo as Orientacdes Curriculares para o ensino Médio (2006):

O estudo da Geometria deve possibilitar aos alunos o
desenvolvimento da capacidade de resolver problemas
praticos do quotidiano, como, por exemplo, orientar-se
no espaco, ler mapas, estimar e comparar distancias
percorridas, reconhecer propriedades de formas
geométricas basicas, saber usar diferentes unidades de
medida. Também é um estudo em que os alunos podem
ter uma oportunidade especial, com certeza ndo a Unica,
de apreciar a faceta da Matematica que trata de
teoremas e argumentagdes dedutivas. Esse estudo
apresenta dois aspectos — a geometria que leva a
trigonometria e a geometria para o célculo de
comprimentos, areas e volumes. (BRASIL, 2006, p.75)
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Com base nas ideias acima de que o interesse pela geometria primeiro atende
pelo visual e em seguida a normatizacéo de regras, a atividade proposta visa colocar o
aluno em contato com o solido geométrico para que 0 mesmo possa, com o contato da
figura espacial, comecar a desenvolver uma teoria sobre ela.

1.1-Descricdo da atividade

A sala destinada ao nosso experimento, foi dividida em 5 grupos que teriam de
fazer construcbes de solidos geométricos divididos em 5 temas: prismas, piramides,
cilindro, cone e esfera. Os alunos deveriam construir os referidos sélidos de forma
artesanal, ou seja, deveriam construir todas as figuras que formam o sélido, ndo
podendo compra-las prontas, todavia poderiam usar quaisquer materiais que achassem
necessarios. Algumas sugestdes para usar como materias primas foram: papeldo, palitos,
plastico, cartolina, papel veludo e também poderiam usar fita durex, cola, e papéis
coloridos para destacar algo que achassem interessantes.

Outro topico da atividade foi que, depois de confeccionados os sélidos, os
estudantes deveriam calcular suas dimensdes tais como: sua altura, areas e volumes. E
ficaria a critério dos mesmos escolherem o tamanho de cada solido e as medidas
utilizadas, porém foram exigidas algumas construcbes de cada grupo, em outras

palavras: cada grupo deveria construir, no minimo, os sélidos relatados na lista abaixo.

Grupo de prismas i) Cubo
(8 alunos) i) Paralelepipedo

iii) Prisma de base triangular ou Hexagonal

Grupo de Piramides i) Tetraedro regular
(8 alunos) i) Piramide de base quadrangular
iii) Octaedro.
Grupo de Cilindros i) Cilindro de base e altura qualquer
(8 alunos) i) Formar dois cilindros com medidas distintas e

mesmo volume

Grupo de Cones i) Cone de raio e altura qualquer
(8 alunos) i) Cone equilatero
Grupo de Esfera(*) i) Esfera de raio qualquer
(8 alunos) i) Esfera inscrita em um cubo




*Para 0 grupo de esfera vamos considerar uma aproximagdo da construgdo da
mesma. Visto que a construgdo deste sdlido geométrico é um tanto quanto

complexa, levando-se em conta que a construcao sera feita de modo artesanal.

Essa atividade foi feita em um més, da seguinte forma: levando-se em
consideracdo que a disciplina de matematica do ensino médio no Estado de Pernambuco
conta com 4 aulas semanais, dividimos nossa atividade em trés partes e usamos um total
de 16 aulas ou 4 semanas. Pode-se considerar mais 2 aulas, além das 16, para avaliacéo
mensal que dara a resposta se esta atividade melhorou o desempenho dos alunos com
relacdo a experiéncias do proponente dessa dissertacdo em anos anteriores em relagéo a
mesma série.

O quadro a seguir, resume o cronograma de atividades:

4 aulas (uma por semana) Para juntar os grupos em sala e verificar
como estavam 0s andamentos das
construgbes e ajudar 0s grupos com

davidas.

10 aulas (trés em cada uma das primeiras | Para conduzir os conteudos, calculando os
semanas e uma na ultima semana) comprimentos, areas e volumes e fazendo
exercicios que estdo em anexo nessa

dissertacéo.

2 aulas (na Gltima semana) Para apresentacdo de cada um dos grupos
para 0s demais alunos da sala dos

resultados obtidos.

2 aulas (aulas depois da atividade) Para fazer a avaliacdo mensal que consta

como nota curricular para os alunos.

A fim de auxiliar na construcdo dos sélidos também foi permitido aos estudantes
0 uso de régua, compasso, transferidor e demais utensilios matematicos. Os estudantes
também deveriam fazer a apresentacdo dos solidos construidos para a turma e mostrar
como construiram o0s mesmos, calculando suas medidas, &reas e volumes. Essa
apresentacdo seria feita em uma hora e trinta minutos, o correspondente a duas aulas de

referencio no colégio.




1.2-Objetivos

O principal objetivo dessa atividade é a de estimular a imaginacdo do espaco
tridimensional do estudante do 2° ano e faze-lo participar da montagem dos sélidos.
Além disso, incentivar a pesquisa, visto que eles devem procurar formas das mais
variadas para fazer as construcfes. Também permitiremos inserir ao contetido de sélidos
geométricos uma parte prética e ludica fazendo com que essa parte do contetudo de
geometria ndo fique restrita aos desenhos com perspectiva em sala de aula. Com isso,
queremos diminuir as dificuldades que os alunos possuem quando ndo conseguem
visualizar um solido na lousa, aumentando a possibilidade de um melhor entendimento

do conteudo.
1.3-Justificativa da escolha

Conforme sabemos a geometria espacial € um ramo da geometria com uma
infinidade de aplicacdes, e em geral podemos constatar a todo 0 momento um sélido
geométrico seja em um campo de futebol quando observamos uma bola que tem
formato esférico, seja numa lanchonete ao pegarmos latinha de refrigerante, o qual ¢é
semelhante a um cilindro, ou em casa quando pegamos um livro que tem a forma de um
paralelepipedo.

Nossa atividade proposta “construcdo de solidos da geometria espacial” consiste
em fazer com que o aluno entre em contato com 0s solidos geométricos construidos
pelos proprios, no intuito de que o aluno compreenda melhor o contetdo tendo a
oportunidade de ver um sélido que, em muitos casos, so é visto através de figuras planas
desenhadas em quadros ou livros. Deste modo, esperamos que conceitos de medidas tais
como: altura, arestas, faces, volumes e outras sejam bem assimilados com essa
atividade.

Para levar adiante essa atividade os estudantes devem usar a teoria de solidos
geométricos (prismas, piramides, cone, cilindro e esfera) que sera ministrada em sala de
aula, ou seja, sera vista no decorrer da atividade. Serdo necessarios também
conhecimentos matematicos aprendidos em series anteriores, Assim em breve estaremos
fazendo uma retomada dos contetdos anteriormente vistos o que facilita a justificar seu
aprendizado.

Destacamos no quadro a seguir, alguns conteudos e suas respetivas séries de

estudo:



Contetdo

Série referente e justificativa do uso.

Areas de figuras planas

Conteldo visto na 8° série ou 9° ano do
ensino fundamental, serd necessario para
calcularmos as areas das faces dos
poliedros (*) ou de sdlidos tais como
cilindro, cone.

Quando falamos de areas de figuras planas
estamos falando de é&reas de poligonos

regulares, trapézios, circulo.

Teorema de Pitagoras e relagBes métricas

no tridngulo retangulo

Contetdo também visto na 8° serie ou 9°

ano do ensino fundamental, sera

necessario para calculo de comprimentos

como alturas e apotemas (**).

Angulos e poligonos

Conteldo visto no 6° e 8° anos, antigas 5°
e 6°

necessarios para construcao dos poligonos

séries, respectivamente, serdo

que formar&o nossos poliedros

Circunferéncia

Visto no 9° ano do ensino fundamental,
sera necessario quando usarmos a area
lateral de um cone e relacionarmos suas

medidas com as de um setor circular.

A definicdo de poliedro é a que se segue:

(*) Considere um numero finito n (n = 4) de poligonos convexos, tal que:

i) dois desses poligonos ndo estejam no mesmo plano;

ii) cada lado de qualquer um desses poligonos seja comum a dois e somente dois

poligonos;

iii) O plano de cada poligono deixe os demais poligonos em um mesmo

semiespaco.

Desse modo, ficam determinados n semiespagos, cada um com sua origem no

plano de um dos poligonos e contendo os demais poligonos. Chamamos de poliedro

convexo a interseccao desses semiespacos.

Temos a seguir a seguinte definicao:




(**) Apdtema: Apdtema da base é a distancia do centro do poligono da base regular até
um de seus lados, e ap6tema de uma pirdmide € a altura de um dos tridngulos das faces

laterais.

Capitulo 2: Avaliacdo prévia

2.1-Avaliacao dos resultados previamente esperados

De acordo com nossa divisdo dos estudantes, em 5 grupos, destacamos a seguir, as
fungdes explicitas a serem desenvolvidas por cada um destes grupos.

2.1.1-Prismas

Espera-se que o grupo de prismas consiga fazer o cubo, paralelepipedo e prisma
de base hexagonal, primeiramente fazendo as figuras planas que os formam e em
seguida facam uma colagem usando cola ou fita durex. Logo se entende que 0s solidos
serdo feitos usando palitos, cartolina, papeldo ou outro material similar.

2.1.2-Piramides

O grupo de piramides deve fazer o tetraedro, prisma de base triangular e
octaedro da mesma forma que o grupo de prismas, usando-se primeiro da construcéo
das faces desses solidos para depois vir a sua montagem. Esperamos solidos feitos de
papeldo, cartolina ou palitos, visto que eles podem escolher quaisquer materiais para sua
construcdo, desde que os solidos sejam construidos.

2.1.3-Cilindros

O grupo de cilindros deve construir um cilindro de raio e altura qualquer e dois
cilindros de medidas distintas e mesmo volume. Entdo se espera que usem um material
mais flexivel para fazer a area lateral tal com a cartolina ou um plastico flexivel
podendo ser garrafas pet.

2.1.4-Cones

O grupo de cones deve seguir a linha do grupo de cilindros, visto que eles
precisardo de material flexivel para a construcéo da area lateral. Entdo para a construcdo
do cone equilatero e do cone de medidas quaisquer, espera-se que usem cartolinas,
papeis plasticos ou similares.

2.1.5-Esferas

No grupo de esfera espera-se a utilizacdo de um material diferenciado dos
demais grupos, tais como massa de modelar, gesso ou similares e utilizacdo de uma
forma pronta em formato esférico. Espera-se também que eles usem em algum
momento uma esfera ja pronta tais aquelas que se vendem em papelarias de isopor. Essa
esfera pronta pode servir de molde para construcdo de outra esfera ou construir outro
cubo circunscrito a ela com base nos sélidos solicitados no capitulo anterior. O grupo
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também deve adotar palitos ou similares na construgdo do cubo circunscrito a esfera
para facilitar a insercéo da esfera.

2.2-Avaliacao das dificuldades previamente esperadas

Com base nas experiéncias do proponente desta dissertacdo, elencaremos a seguir, uma
série de dificuldades que em geral sdo apresentadas pelos estudantes quando as suas
primeiras tentativas de construir solidos geométricos.

2.2.1-Prismas

Avalia-se que a principal dificuldade para os alunos desse grupo sera o corte das
figuras, pois demanda alguma precisdo, ou seja, se depois de desenhado um hexagono
regular na cartolina o corte sera feito de forma linear, sem ondulagdes . Ha também a
preocupacao com a utilizacdo do material adequado para que as figuras fiqguem rigidas
ao ponto de ndo prejudicar as jungdes.

2.2.2-Piramides

J& no grupo de piramides além das dificuldades similares as do grupo de prismas
temos também que observar que pode haver dividas de como construir uma pirdmide
reta, ou seja, lidando com a projecdo do vértice da piramide. Também se espera alguma
dificuldade na construcdo do octaedro, para que se forem feitas duas pirdmides de base
quadradas idénticas elas tenham as mesmas medidas e formas para que tenhamos um
octaedro regular.

2.2.3-Cilindros

Nos cilindros, a maior dificuldade esperada sera lidar com o nimero irracional
na base e na area lateral principalmente, pois se usarmos uma aproximacédo de m como
recomendam os livros 3,14 ao fazermos a area lateral do cone ir4 ter uma falha de cm
como na figura 1 abaixo.

T
“x.__________,,-f"'

Fig 1

e
— -

Fenda deixada pora causa da
aproximacdo do nimerg



2.2.4-Cones

No cone aponta-se para dificuldade primeiramente a construcdo da area lateral,
pois teremos que relacionar um angulo de certo setor circular e seu comprimento com
comprimento do circulo da base, e também temos o mesmo problema do uso
aproximado do m que pode gerar uma pequena fenda ou fazer com que o circulo da
base ndo encaixe perfeitamente com a base circular (Veja a figura 2).

Cone formado pealo
setor circular

T

Espacgo deixado entre
o cone formado pelo
setor circular formado
emn cone e a base

Basea circular

2.2.5-Esferas
Para esse grupo espera-se que as dificuldades iniciais de procurar meios de

formar uma esfera sejam muitas, pois ndo ha maneiras como dos demais grupos. Além
disso, entende-se que havera dificuldade na formacdo do cubo que circunscreva a esfera
visto que eles deverdo calcular uma relacdo entre o raio do cubo e o raio da esfera e esse
assunto serd abordado por ultimo, por causa da sequencia cronoldgica dos tdpicos

ministrados em sala de aula.

Capitulo 3: Metodologia de aplicacdo

Neste capitulo iremos primeiro formalizar alguns conceitos basicos que 0s
alunos devem ja ter consigo para que possamos aprimorar a teoria geométrica, em
seguida iremos dar segmento a metodologia de aplicacao.

3.1-DefinicBes e calculos tedricos

3.1.1-Circulo

Sabe-se que o nUmero m € a razdo entre o comprimento de um circunferéncia e
seu diametro, logo T = %o que podemos concluir que C = 2.7.R.



Se reunirmos a circunferéncia e todos 0s seus pontos internos, obteremos uma
figura chamada circulo. Para calcularmos a area de um circulo primeiramente divide-se
o circulo em duas partes iguais.

Fig 3

R Q0 R
R
0 U

E em seguida divide-se cada metade do circulo em um numero de setores circulares de
mesma area e em uma quantidade muito grande.

T [ &

Fig 4

Agora vamos colocar alternadamente cada setor circular de cada semicirculo
com um veértice virado para cima e outro com vértice virado para baixo, em outras
palavras: vamos pegar um semicirculo e colocar todos 0s seus setores juntos com
vertices virados para cima e 0s setores do outro semicirculo com os vértices virados
para baixo encaixando com os ja postos. Veja a figura 5:

Fig 5

D

I TR I

Quanto maior a quantidade de setores menor a curvatura e mais proximo a uma
reta na parte inferior e superior da figura A, formando entdo um retangulo de base 7.R e
altura R. logo a areas de todos os setores corresponde a area do circulo que também
corresponde a area do retangulo de base 7. R e altura que é dada por A = 7. R?
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3.1.2-Poligonos
Denominaremos um poligono de convexo quando: Dados dois pontos distintos
pertencentes ao interior do poligono o segmento formado por esses pontos também
estiver totalmente incluso ao mesmo.

Dado um poligono convexo de n lados, temos que:

Numero de | Em qguantos | Soma dos angulos
lados triangulos internos
pode ser formado

n=3 1 1.180°

n=4 2 2.180°

n=5 3 3.180°

n=6 4 4.180°

n n-2 (n-2).180°

Entéo, se pode dizer que a soma dos angulos internos de um poligono convexo
de n lados é dada por s,, = 180°(n — 2)

Area do triangulo equilatero:

Triangulo equilatero é o poligono de trés lados cuja media é a mesma e todos 0s
angulos medem 60°.

L L
2 2

Calculando primeiro a altura do triangulo equilatero através de Pitagoras, temos que:

2
H= /LZ — (g) dai concluimos que H = Lz—ﬁ . Ent&o a area do triangulo sera dada por

Lv3.L

A=—2

@

_L%3
4

N

Area de um hexégono reqular: para calcularmos a area de um hexagono regular basta
mostrarmos que ele pode ser dividido em seis triangulos equilateros, logo sua area sera

2
dada por A = 3'L2\/§.
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Em um hexégono regular, se tragarmos uma diagonal que divida o hexagono em
dois trapézios iguais, logo essa diagonal servira de bissetriz de um dos angulos do
hexagono. Como ja sabemos, a soma de todos os angulos de um poligono é dada por
s, = 180°(n — 2), logo um angulo interno do hexagono valera 120°. Logo, os angulos
assinalados na figura abaixo serdo todos iguais a 60°.

Concluindo assim que todos os triangulos tém trés angulos iguais a 60° graus e
mostrando que um hexagono regular pode ser dividido em seis triangulos equilateros.

3.1.3-Prismas

Dados dois planos paralelosaef3 e dois poligonos iguais ABCDE e
A’B’C’D’E’ contidos respectivamente em f3 e a, Se tragcarmos 0s segmentos paralelos
AA’, BB’, CC’, DD’ e EE’ iremos formar um prisma que sera a unido de dos cinco
quadrilateros formados A’B’BA, B’C’BC, C’D’CD, D’E’DE e E’A’EA ¢ os poligonos

contidos nos planos.

£

| )
o ﬁ A W

B c B C

Para definir prisma basta generalizar o que foi dito acima para um poligono de n
lados n natural maior que 2.

Para calcular a area lateral de um prisma reto basta calcular o perimetro da base
e multiplicar pela altura: A; = 2p. h

Para calcular o volume de um prisma reto basta calcular a area de sua base e
multiplicar pela altura: V = A,. h

12



Para um hexaedro regular de aresta a.

~N

Temos:
Area da base = a? (pois ¢ a area de um quadrado).

Avrea lateral = 4a? (pois é a area de quatro quadrados que formam sua area
lateral).

Area total = 6a? (pois é a area de seis quadrados que forma todas as suas areas).

Diagonal da face = av/2 (pois é a diagonal de um quadrado e hipotenusa de um

triangulo isosceles de catetos a).

Diagonal do cubo = a3

Na diagonal do cubo basta calcular Pitdgoras no triangulo abaixo.

Planificagdo de um
cubo

Diagonal
do cubo

L
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Para um paralelepipedo retdngulo de arestas a, b e h.

h ’ /
Diagonal do
paralelepipedo
SN retangulo
a
b

Area da base = a. b (pois é a area do retangulo da base).

Avrea lateral = 2h. (a + b) (pois é 0 somatorio de todas as areas laterais formadas
por retangulos de altura h e bases a e b respectivamente).

Area Total = 2.(h.a + h.b + a.b) (que equivale a duas vezes a area da base
mais a area lateral).

Volume = a. b. ¢ (pois 0 volume vale o produto da area da base pela altura).

Diagonal do paralelepipedo = va2 + b? + h?, (basta usar o teorema de Pitagoras
duas vezes uma para descobrir a diagonal da base que esta em vermelho, e outra no
triangulo com lados preto, vermelho e azul).

Planificagio do paralelepipedo reto

Parelelepipedo reto retangulo
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Para um prisma de base hexagonal regular.

3.a2

. 3 ., , ,
Area da base = T‘F (pois é a area de um hexagono regular).

Avrea lateral = 6.a. h (que s&o os seis retangulos que foram & area lateral).

3.a%V3
2

Volume do hexagono = .h (Onde calculamos a area da base h vezes).

Na planificagdo de um prisma de base hexagonal encontramos dois hexagonos de aresta
a qualquer e seis retangulos de base a e altura h.

Forma de construir um prisma de base trianqular reqular

Construindo um triangulo equilatero de lado 10 cm usando régua e transferidor:

Sabe-se que os angulos internos de um triangulo equilatero valem 60° graus,
basta usar a formula s,, = 180°(n — 2). Entdo primeiro constréi-se na cartolina o lado
AB de 10 cm com a régua e em seguida usando o transferidor no vértice B constroi-se
uma semirreta fazendo um angulo de 60°. Sobre essa semirreta construimos um ponto C
a 10 cm de B e em seguida ligam-se os vértices A e C formado um triangulo equilatero
de lado 10 cm.

10cm 10cm 10cm

A 10cm B A 10cm B
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Com a construcdo do triangulo equilatero feito, pode-se entdo construir as faces
laterais que serdo retangulas com um dos lados 10 cm e o outro lado qualquer, onde este
outro lado sera a altura do nosso prisma de base triangular. Note que para construir um
hexagono regular usa-se a mesma ideia, contudo marca-se com o transferidor um angulo
de 120° o que seréa feito a posteriormente.

3.1.4-Piramides

Dada uma regido poligonal (um poligono com nimero de lados quaisquer ) de n
lados e um ponto V fora do plano que contenha esse poligono, chamamos de pirdmide a

reunido das semirretas de origem em V e que passam pelos pontos da regido poligonal.

\Y

Regido poligonal

Uma piramide regular € uma piramide cuja base € um poligono regular e a
projecao ortogonal do vértice sobre o plano da base é o centro da base. Numa piramide
regular as arestas laterais sdo congruentes e as faces laterais sdo triangulos isosceles
congruentes.

Elementos da piramide

a’b

a, = Aresta da base; a,= Aresta lateral; H = altura da piramide; a,, = Ap6tema da base ;

Ap= Apotema da piramide.

16



Forma de construir uma piramide de base Hexagonal:

Construindo um hexagono usando a mesma ideia do tridngulo equilatero feito
em prismas: um angulo interno de um hexagono regular vale 120° usando o calculo
s, = 180°(n — 2) com isso em uma cartolina escreveremos um lado AB com 10 cm de
comprimento e em seguida do vértice B com o auxilio do transferidor marcaremos um
angulo de 120° fazendo uma semirreta partindo de B. Em seguida marca-se com auxilio
de uma régua o ponto C na semirreta partindo 10 cm de B.

10cm
120°

10cm B

E entdo repete-se 0 mesmo processo partido de C, ou seja, com 0 auxilio de um
transferidor marcar-se em C um angulo de 120° e nessa direcéo se faz outra semirreta, e
em seguida marca-se um ponto D a 10 cm de C.

A 10cm B
Fazendo o mesmo processo mais uma vez em relagdo ao ponto D, encontra-se 0
ponto E, e em seguida ligando o ponto E ao ponto A formando o hexagono regular. Ja
para construir os triangulos que serdo nossas faces laterais deve-se construir triangulos
isdsceles de base 10 cm (que sdo os lados do hexagono regular) como, por exemplo, um
triangulo de lados 13cm, 13cm e 10cm.

17



13cm 13cm

10cm
3.1.5-Cilindro

Define-se cilindro usando a mesma definicdo do prisma, contudo ao invés de
usar poligonos para as bases usamos circulo de raio r > 0. Entdo temos a seguinte
definicéo de cilindro: dados dois planos paralelos e dois circulos iguais que pertencem a
cada um dos planos se unirmos todos os pontos correspondentes do circulo e juntarmos
as areas dos circulos teremos um cilindro. Eixo de um cilindro e a reta que passa pelos
centros das bases e geratriz por qualquer segmento paralelo ao eixo, cujas extremidades
pertencem as circunferéncias das bases. O calculo da altura do cilindro ¢ dado pela
distancia entre os planos paralelos que contém as bases, e no caso de cilindro ser reto

temos que a geratriz € igual a altura.

Q i

do
cilindro

geratriz geratriz

Raio da

Raio da
base

base

O cilindro € reto quando a geratriz faz um angulo reto com o plano da base e

obliquo quando ndo faz.

18



eixo do cilindro

Cilindro Planificado

Geratiz

1 1
0 Raio da base

Formulas para o cilindro
A érea da base de um cilindro é dada pela area de um circulo de raio r, logo
A, = mr?, enquanto a érea lateral do cilindro reto sera formada por um retangulo cujos

lados seréo a altura do cilindro e o comprimento do circulo da base entdo 4; = 2m.r.h.

Forma de construir um cilindro:

Primeiramente constrdi-se em uma cartolina um circulo de raio r cm com o
auxilio de um compasso. Marca-se um ponto O e abrindo o compasso com a medida r
cm e centro em O se faz o circulo. Em seguida calcula-se 0 comprimento do perimetro
do circulo usando a relagcdo € = 2.m.7, onde C é o comprimento do circulo e r seu raio.
Entdo construimos um retadngulo de base 2.m.r e altura qualquer, que sera a altura do

cilindro. Entéo depois de ter as figuras planificadas monta-se o cilindro.

< >

I 27T1r T

area lateral do cilindro h

2.
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3.1.6-Cone

Dada uma regido circular (circulo de raio r > 0) e um ponto V fora do plano que
contenha esse circulo, chamamos de cone a reunido das semirretas de origem em V e

que passam pelos pontos da regido circular.

V (vértice)

geratriz
Altura

Plano circulo

Relacdo entre o raio do setor circular e a raio da base do cone: se um setor
circular de angulo central € e raio g vai ser transformado em um cone de raio da base r,

entdo o contorno circular do setor tem a mesma medida do contorno do circulo da base

0
360°

).21‘[.g=2.1‘t.r,entéo( 0 ).g=r. Com 6 <2m:

do cone a ser formado. Logo( e

L
4 ]=]

2xr

Usa-se Pitagoras para relacionar a geratriz, o raio e a altura do cone.

Cone reto

gerattiz | geratriz® = raio® + altura®

altura

—raio
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Vejamos a construcéo de um cone:

Primeiro deve-se construir um setor circular usando transferidor, régua e
compasso: escreve-se em cartolina uma reta e marca-se o segmento AB de 10 cm, e em
seguida, com o auxilio de um transferidor, marca-se um angulo de, por exemplo, 120°
partindo de A. Em seguida, com o angulo marcado, desenha-se o segmento AC de
também de 10 cm, de forma que angulo <BAC seja de 120°.

A

1207

10cm 10cm

E com o auxilio de um compasso fixo em A e com abertura em C faremos o arco BC.

A

Agora usa-se a relacdo (6 /360°)g = r para descobrir o raio r do circulo da base
do cone a ser construido, onde g = 10 e 8 = 120°. Fazendo os calculos iremos encontrar
um raio r = 10/3. E agora basta fazer a montagem do nosso cone, pois temos a area

lateral que é o setor circular e temos também a area da base que e um circulo de raio
10/3.

— 103
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2
Para calcular a altura basta usar o teorema de Pitdgoras onde h = [10?% — (E)

3
=+/88,8=94

9.4

— ] 3 —

3.1.7-Esfera

Dado um ponto O e uma distancia R, chama-se esfera o conjunto de todos os
pontos do espaco cujas distancias ao ponto O sdo menores ou iguais a R. O ponto O é 0
centro da esfera e R é 0 seu raio. J& para a superficie esférica basta definir distancias
iguais a R.

Para um melhor entendimento a esfera pode ser formada pela rotacdo de um
semicirculo em torno do seu eixo e a superficie esférica pode ser formada pela rotacédo
de uma semicircunferéncia em torno do seu eixo, veja as ilustracdes:

Eixo de rotacdo

esfera

—>

semicirculo
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Eixode rotacdo

I

Casca esférica

—

semicircunferéncia

Célculo do volume da esfera
Primeiramente vamos mostrar a area de uma seccao esférica em termos do raio

da esfera e da distancia do seu centro a seccao.

Qualquer plano que intercepte uma esfera, ndo sendo tangente a ela, a intercepta
segundo um circulo. O raio r desse circulo depende da distancia d do centro da esfera

ao plano de seccao.

Observe que, sendo S a area da seccdo, temos: S = nr’. Por outro lado, pelo
teorema de Pitagoras, obtemos: r’= R? — d Logo, S = nr* = S = n (R* — d?). Esse
resultado, que expressa a area da sec¢do em funcdo do raio R da esfera e da distancia d,
sera de grande valia para determinar o volume da esfera. Desde ja vamos guardar a
informacdo que: S = n (R* - d). Outra informacio importante é a da &rea da coroa

circular raios R e d.
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Scors = W (R? - d?)

Agora vamos calcular o volume da esfera com o auxilio do principio de
Cavalieri: solidos geométricos de mesma altura terdo o mesmo volume se suas
respectivas seccdes planas forem de areas iguais. Para tanto, vamos utilizar o seguinte

solido, conhecido como anticlepsidra.

2R

Trata-se de um cilindro equildtero, do qual foram “eliminados” dois cones cujas bases
sdo as proprias bases do cilindro e cujas alturas sdo iguais a metade da altura do
cilindro. O centro do cilindro é o vértice dos dois cones. Nesse solido, vamos considerar
uma seccao transversal determinada por um plano situado a uma distancia d do vértice

dos cones.

X1 i
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Essa secgdo é uma coroa circular. Nela, é imediato que o raio da circunferéncia
menor é igual a distancia d. O raio da circunferéncia maior é o proprio raio R da base do
cilindro. Assim, a area da seccéo é: S = it (R? - d?).

Entdo, o principio de Cavalieri nos permite concluir que o volume da

anticlepsidra é igual ao volume de uma esfera de raio R. Veja as figuras:

anticlepsidra

—_ T esfera
| R
d d
| L

o
r
d
R-

N /!

areas iguais a m (R?- d?)

Por outro lado, o volume da anticlepsidra é facil de ser determinado. Para isso

basta subtrair 0os volumes dos dois cones do volume do cilindro eqilatero.

Y

\/-nR?ZR——ZénnR?R
v:2mﬁ-§nR3

v:gnw
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3.2-Contexto

A Escola de Aplicacéo do Recife como se chama hoje, fundada em 14 de agosto
de 1984, é unidade organizacional da Faculdade de Ciéncias da Administracdo de
Pernambuco, vinculada a Universidade de Pernambuco. Aos 28 anos de existéncia a
escola ocupa um lugar de destaque na educacdo de Pernambuco, acumulando conquistas
e resultados fantasticos, por exemplo, ja conquistou por duas vezes o troféu da OBMEP
(Olimpiada Brasileira das Escolas Publicas) em 2009 e 2011, além de 6timas colocagdes
na OBM e outras olimpiadas como, por exemplo, as de fisica e histdria. A Gltima grande
conquista foi 0 2° lugar geral da Olimpiada Brasileira de Historia.

A escola se localiza na Av. Sport Club do Recife (Antiga abdias de Carvalho),
nimero 252 e funciona no prédio da FCAP-UPE, no turno da tarde, onde o ensino
fundamental comeca as 13:20min e termina de 17:25min, quando h& 5 aulas, e
18:10min quando ha 6 aulas. Ja o ensino médio funciona todas as tardes de 13h20min as
18h10min e na segunda de manhd de 7:20min as 12:10min. Atuando do ensino
fundamental (6° ano) até o ensino médio (3° ano), a escola conta com a estrutura da
faculdade para proporcionar um ambiente propicio ao estudo. A escola conta com uma
boa biblioteca, sala de informatica, refeitério e ambiente para o recreio.

Para ingressar na escola os alunos fazem uma prova de selecdo contendo as
disciplinas de portugués e matematica com 16 questdes de cada, que abordam conteudos
sobre as séries iniciais do ensino fundamental. As turmas tém em média 40 alunos por
sala e as mesmas sdo climatizadas e com boa estrutura, propiciando um bom ambiente e
desembocando num ensino de qualidade. Os professores séo oriundos da Rede Estadual

de Ensino (Secretaria de Educacédo de Pernambuco) e da propria UPE.

3.3-Participantes

A turma do 2° ano do ensino médio e composta por 40 alunos que sdo
extremamente esforcados e focados nos estudos na maioria sdo alunos de classe média e
média alta em que os pais investem maci¢camente em educacdo. Eles, os alunos,
participam de olimpiadas das mais diversas; como as de Fisica, Quimica, Histéria e

Matemética é claro.
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Dentre os 40 alunos ndo existem foras de faixa e a média de idade varia entre 15
e 16 anos e os que tém ndo tem um bom desempenho fazem reforgo particular. Todos 0s

alunos participaram da atividade.

3.4-Conducéo
Conforme ja descrito da atividade, usamos 16 aulas para fazer a atividade e

horas extraclasses, contando ainda com dois aulas para a apresentacdo dos solidos
construidos pelos grupos aos demais alunos da sala e mais duas aulas para a avaliacao

geral sobre o0 assunto. Abaixo segue uma tabela discriminando cada aula:

1° aula A sala com 40 alunos foi separada em cinco grupos de 8 alunos cada, e
definimos através de sorteio qual grupo ficaria com qual tema, o que levou
aproximadamente 20min. Com relagdo aos 25min que restaram 0S grupos

comegaram a estabelecer estratégias para a construgdo dos solidos.

2° aula Explanacdo do conteddo de prismas e resolucdo de exercicios do livro que
consta na biografia (Livro Dante volume 2). Mostra de como construir um

prisma.

3% aula Continuacéo da resolucdo de exercicios sobre prismas, incluindo resolugéo

de exercicios de uma ficha propria que se encontra como anexo.

4° aula Explanacdo do conteudo de piramides e resolucdo de exercicios do livro ja

mencionado e de fichas. Mostra de como construir uma piramide.

5° aula Encontro para analisar o andamento das construcoes dos referidos grupos e
dar sugestdes ou fazer correcoes: Nesse dia apareceram muitas duvidas dos
grupos de cilindro, cone e esfera. Referentes a irracionalidade do m por

exemplo.

6° aula Explanacdo do conteudo de cilindro e resolucdo de questBes do livro e da

ficha, e mostra de como fazer construcdes de cilindro.

7° aula Resolucédo de questdes referentes a cilindros e piramides (algumas duvidas)

8% aula Explanacdo do conteudo de cone, resolucdo de exercicios do livro e da
ficha.

9% aula Encontro para tirar davidas e ver os encaminhamentos das construces:
O grupo de esferas expbs algumas davidas de como iriam fazer a
construcdo da esfera, e solicitaram fazer uma aproximacéo da construcao, o

que foi aceito. Também foi informado ao grupo que poderiam usar uma
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esfera pronta para o tdpico referente a esfera inscrita no cubo.

10°aula | Mostra de como fazer a construcdo de um cone: usamos o quadro para
mostrar a relacdo entre o raio e a&ngulo de um setor circular e o raio do cone
formado por esse setor.

11%ula | Resolucdo de exercicios sobre cones e cilindros no livro e na ficha.

12%ula | Explanagdo sobre esfera e resolugdo de exercicios sobre o assunto (uso do
livro e das fichas).

13%ula | Encontro para ver encaminhamentos e tirar duvidas: Nesse encontro a
maioria dos grupos so faltava detalhes minimos e o grupo de esfera fez a
aproximagdo solicitada no encontro anterior. (Adquiriram uma bola de
festa, a mais esférica possivel e colaram varias camadas de jornal, retirando
depois a bola de festa através de um furo feito pelos estudantes).

14° aula | Tira duvidas sobre qualquer um dos topicos ou exercicios

15%ula | Apresentacdo dos grupos para os demais alunos da sala: nessa apresentacédo

16°aula | os alunos informaram:

1)O material usado para fazer a construcéo

2) Os passos que fizeram até finalizar cada sélido

3)0s célculos necessarios a calcular a medidas de comprimentos tais como
arestas, alturas e apdtemas. Além de mostrar os célculos das areas das faces

e 0 volume.

3.5-Instrumentos e método da coleta de dados

Os dados foram coletados através de anotacoes que foram feitas pelo professor
enquanto o processo de construcdo estava em curso, usando as 4 aulas destinadas a
observac0es e tira davidas. Também foram usadas fotografias, como forma de registro,
captadas pelos alunos enquanto os mesmos produziam, em ambiente externo a sala de
aula, e onde algumas delas consta nessa dissertacdo. Além disso, foi usada a avaliacdo
mensal, curricular da escola, para medir o nivel de eficacia da atividade para a
aprendizagem dos estudantes.
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Capitulo 4: Andlise dos resultados

1.1-Métodos da analise

A andlise dos resultados teve como base o aprendizado do aluno quanto ao
contetdo dos solidos estudados no ensino médio. Tendo em vista esse fato, temos varios
aspectos que incidiram nessa analise tais como: a participacdo dos alunos nos momentos
destinados a introducdo de ideias e dicas para as construcdes, esses momentos ficam
divididos da seguinte forma:

1) Momento em que o professor faz alguma explicacdo no quadro de como
fazer tal construcdo do sélido. Dai ver-se a participacdo e ideias provenientes
dos alunos.

2) Momento em que 0s grupos se dividem na sala e estabelecem estratégias,
métodos ou caminhos para fazer a construcdo. Onde o professor age como
mero observador vendo as saidas propostas pelos préprios alunos.

Em outras palavras, a analise das construcGes feitas pelos alunos foi posta em
pratica em nivel visual do trabalho, dedicacdo e esforco dos alunos no decorrer da
atividade.

Também foi usada uma avaliacdo para verificar se os alunos atingiram o objetivo
proposto que era o de diminuir as dificuldades com relacdo a visualizagcdo das figuras

em trés dimensdes no plano. Iremos analisar essa avaliacdo mais a seguir.

1.2-Resultados
Com relacdo a execucdo dos projetos nenhum grupo apresentou grandes

dificuldades, com a excecdo do grupo de esfera que apresentou dificuldades claramente
compreensiveis na sua construcdo. Vamos destacar um pouco de cada um dos projetos e

colocar algumas ilustracdes de como o processo foi desenvolvido.

Com relacdo ao grupo de prismas temos que no dia 04/10 eles foram ao colégio

no turno da manhd e levaram 0s seguintes materiais: 4 caixas de sapato, tesouras, cola,
estilete, régua, cartolina colorida e papel laminado. Neste dia eles fizeram a construcao
do prisma de base hexagonal e o principio usado para fazer a construcdo foi: primeiro

fazer as figuras planas em cartolina e em seguida recortar em cima de papeldo (que foi a
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caixa de sapato) para que as figuras planas ficassem mais rigidas, o que ajudaria em
seguida na montagem. Eles colaram a cartolina no papeldo para que a exposi¢do do
solido ficasse mais agradavel. A construcdo do hexagono ficou um pouco a desejar, pois
eles usaram um estilete para cortar o papeldo, e o corte ndo ficou perfeito. Como
observacao a tesoura € mais adequada para cortar o papeldo. O hexagono possui lado 10

cm e os retangulos da area lateral 10 cm x 15 cm.

No dial9/10 eles comecaram a fazer o paralelepipedo reto de dimensdes (10 cm
x 11 cm x 27 cm) e o cubo de aresta 15 cm. O procedimento foi 0 mesmo: fizeram as
figuras planas na cartolina e em seguida colaram em um papeldo para deixar as figuras
mais rigidas e em seguida fizeram a montagem dos sélidos, onde a constru¢do do cubo

s0 veio a ser concluida em 20/10.
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Com relacdo ao grupo de piramides eles construiram um tetraedro de uma

forma bem simples; primeiro eles construiram um triangulo equilatero em uma cartolina
e em seguida ligaram os pontos médios dos lados desse triangulo formando quatro
triangulos equilateros, e em seguida juntaram os vértices do triangulo formando o
tetraedro. Os alunos usaram papeldo para fazer com que os lados ficassem mais rigidos.

i ——

A medida para fazer o tetraedro foi 15 cm.

Ja no octaedro regular eles fizeram duas piramides de base quadradas iguais e
em seguida juntaram-nas para formar o octaedro essas piramides tinham arestas da base
15 cm e arestas laterais 16cm.

Vejamos a construcdo do octaedro pelos alunos. Eles desenharam em papel
veludo um quadrado de lado 15 cm e a partir se seus lados triangulos isdsceles com

lados 15 cm por 16¢cm por 16cm.
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Em seguida colaram papeldo recortado na forma do quadrado e dos triangulos
das respectivas faces. Para que a piramide fosse reta eles calcularam a altura dela e
fixaram um palito com essa medida no centro do quadrado e com ajuda de um esquadro

mantiveram esse palito perpendicular a base. Em seguida colaram as faces laterais.

@)2

A altura do palito foi calculada por Pitdgoras em h = J162 —( >

logo h é aproximadamente 12 cm.

16cm

12cm

15cm

15cm
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O grupo de cilindro escolheu como material principal a cartolina e fita, e eles

construiram dois cilindros de medidas diferentes e de mesmo volume um com 4cm de
raio e 25cm de altura e o outro com 5¢cm de raio e 16¢cm de altura.

Para a construcdo do cilindro eles usaram também régua e compasso usando 0s

seguintes procedimentos:

Primeiro construiram um circulo de 4cm de raio usando o compasso, € em
seguida construiram usando régua e um retangulo de lados 2.7.4 = 25,1 e 25cm usando
= 3,14.

25cm

25,1cm
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25cm

25cm

A
\

L~ |

O segundo cilindro para ter mesmo volume foi construido da mesma forma e
com dimensdes r = 5cm por h = 16cm. Eles usaram o fato que h = r?, a altura de um
cilindro fosse igual ao raio ao quadrado do outro, para que 0s primas tivessem 0 mesmo

volume.

25cm

16cm

34



Além disso, construiram mais dois cilindros um com 6cm de raio e 12cm de

altura, ou seja um cilindro equilatero, e o outro com 4,25cm de raio e altura 8,5cm

usando 0s mesmo método mas usando plastico e cartolina.

O grupo de cones construiu um cone equildtero que é aquele em que g=2r

usando a seguinte ideia: eles calcularam que para ter um cone equilatero precisariam ter
um setor circular com angulo central de 180°, ou um semicirculo, e construiram um
semicirculo de raio 30cm. Entdo depois construiram um circulo de raio 15cm

30cm 26cm

! 30cm

15cm

Com o semicirculo fizeram a area lateral e com o circulo a area da base, depois

bastou colar tudo com fita e calcular sua altura usando o teorema de Pitagoras que vale

aproximadamente 26cm. A altura foi calculada como h = v302 — 152 = /675 =
25,98cm.

Além disso, foi construido dois cones, um usando jornal e outro usando papeldo e papel

laminado.
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O grupo de esfera fez sua construgdo da seguinte forma: Adquiriram uma bola
que se usa em festa de criancas, a mais esférica possivel. Os estudantes encheram a bora
até certo volume que visualmente se percebesse uma esfera, e em seguida colaram
varias camadas de jornal sobre a bola com ar. Depois de varias camadas coladas
estouraram a bola e a retiraram de dentro das camadas de jornal. Para calcular o raio
aproximado da esfera construida usaram uma fita flexivel e calcularam o didmetro
méaximo médio fazendo varias medicdes, onde encontraram medidas que variaram entre

64cm e 68 cm de comprimento. Entdo adotaram 66 cm de comprimento e calcularam o
- 66 . . ‘. .
raio como sendo r = o = 10,5cm. Aléem disso, colaram varios pedacos de papeis

cartolina laminados para dar uma imagem melhor.

Para construir uma esfera inscrita em um cubo os alunos usaram uma esfera ja

pronta comprada em uma papelaria em com base nela construiram um cubo com varetas
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de madeira. Para construir o cubo fizeram primeiro dois quadrados de aresta 20cm
usando o transferidor para verificar o angulo reto, e em seguida ligaram os vértices dos

quadrados com outras varetas de medida congruente. Como a esfera tem comprimento

. . A e - ~ A ;- 63
da maior circunferéncia igual a 63 cm entdo seu diametro serd igual a D = —=20cm.

Logo o lado do quadrado também ser& 20 cm.

20cm

37



Capitulo 5: Avaliacao geral e conclusdes

5.1.1-Comparacdo dos resultados com a analise prévia
Os grupos apresentaram seus trabalhos, construcdo de sélidos, de forma

previsivel e adequada ao que foi previamente pedido, como exemplo pode-se citar o
grupo de esfera que ndo conseguiu fazer a construcdo legitima, mas fez uma boa
aproximacgdo com uma ideia original. Com relagdo aos demais grupos as dificuldades
encontradas e solucdes esperadas estavam dentro do previsivel, tais como algumas
falhas nas juncBes das construcBes por causa do namero irracional 7, no caso do

cilindro por exemplo.

5.1.2- Avaliagdo do conhecimento adquirido com a atividade

Ao final da atividade, na aula seguinte, foi aplicada uma avaliagdo para verificar
se 0s conhecimentos adquiridos pelos alunos foram bem assimilados. Seguem abaixo 0s
exercicios para avaliacdo, a justificativa para aplicacdo do exercicio e a resolugdo por
parte de alguns deles.

Exercicio 01. A figura a seguir representa a planificacdo de um solido. Calcule a area

total e o volume desse solido.

5
4+3
L af ) 5
5 5
= 3
43

Nesse exercicio quer-se avaliar:
1)Se o aluno consegue distinguir que solido é formado com esses poligonos;

2)Se ele sabe calcular suas areas e volumes
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Exercicio 02. A base de uma pirdmide reta é um quadrado cujo lado mede 8 \/zcm. Se

as arestas laterais da piramide medem 17 cm, entdo desenhe a pirdmide e calcule a

altura e seu volume.

Nesse exercicio quer-se avaliar:

1)Se o aluno consegue desenhar e reconhecer os elementos de uma piramide;
2)Se ele consegue relacionar a altura da piramide com as demais arestas;

3)Se ele consegue calcular o volume da piramide.

03. Uma metaldrgica fabrica barris cilindricos de dois tipos, A e B, cujas superficies
laterais sdo moldadas a partir de chapas metaticas retangulares de lados a e 2a, soldando
lados opostos dessas chapas, conforme ilustrado abaixo. Se Va e Vb indicam os
volumes dos barris do tipo A e B, qual a relacéo entre Va e Vb:
barril do 1ipo A barril do fipo B
3
! .

2a J’

Nesse exercicio quer-se avaliar:

1)Que ele consiga visualizar o problema;

2)Que o aluno saiba o que é um cilindro e saiba usar suas relac6es (de volume);

3)Que ele perceba que o volume depende do quadrado do raio e da altura.

04.Um tanque conico tem 4m de profundidade e seu topo circular tem 6m de diametro.
Entéo:

a) O volume maximo, em litros, que esse tanque pode conter de liquido é:
b) O angulo forma do pelo setor circular ao planificar sua area lateral.

Nesse exercicio quer-se avaliar:
1)Que ele consiga visualizar o problema;
2)Que o aluno consiga calcular o volume do cone, distinguindo altura de geratriz;

3)Que o aluno saiba planificar o cone.
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05.(UFPR) Um recipiente com agua tem, internamente, o formato de um cilindro reto

com base de raio R cm. Mergulhando nesse recipiente um esfera de metal de raio r cm,

. z 9R . .
0 nivel da agua sobre o cm. Qual é o raio dessa esfera?

e
\x.,_,___,__..r/
a) r=3R c¢m
4
&R ) r:i—gcm
L iy S| Zem
.. .-'[15 C)r:ﬁcm
e e 5
d) r=Rcm
2
4 b e) r=2R ¢cm
\‘-.._______...-"/ 3

Nesse exercicio quer-se avaliar:

1)Que o aluno consiga visualizar o problema;
2) Que o aluno saiba calcular o volume da esfera e comparar com o volume do cilindro

formado pelo deslocamento de agua.

Seguem agora algumas resolucgdes feitas por alunos:

01. Afigura a seguir representa a planificagdo de um sélido. Calcule a area total e o

volume desse sélido. /&,g% s~ A
Atcedom BA < < s o eates
A= 251 : “

= 0 3 1
- e 3LIN\S
ARAZ)“/ V‘/\l(/ /C = i ,’ - O N/\_ e T .‘,‘\‘ o
» =2 WS = AONZ =T 3 |
A‘g = QA543 AR:E\?ZS\E} il : n
A‘m,‘-\\:f\ - -~ 2 3

No caso acima o aluno conseguiu fazer todos os passos adequadamente, calculando a
area da base sem usar formulas, mas usando Pitdgoras. Calculou todas as areas e em
seguida somou-as. O volume também o fez corretamente.
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01. A figura a seguir representa a planificacdo de um sélido. Calcule a érea total e o
volume desse sélido.

) = [ 5 A N
Meao b= 2202 /3 e s

3 5

i

4 J[P My ] = { D

3 5

— Y22 2. \(

{ TRl e * » 4_“-3— d5-% )
- & \V3 2 (o] 5 ® e

W3

Ja nesse outro exemplo o aluno ndo percebeu o que esqueceu de calcular a area do
triangulo duas vezes, e por isso errou a area total do prisma.

02. A base de uma piramide reta € um quadrado cujo lado mede 8\/§cm. Se as
arestas laterais da piramide medem 17 cm, entdo desenhe a piramide

£ calcule a
altura e seu volume. 2, 9*- (JE)R ‘ | M%) . 4B g bae
L3> = 6N B Z N
3 2
h b9 -2 A\g :(8,‘)/2)
%’T/\ - 2
o | /L PSS Ab = 128
8@ e = 9BAZEY W15
h=15cm

Na questdo acima o aluno faz a questdo corretamente, desenhando a figura e efetuando
os célculos.
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02. A base de uma piramide reta é um quadrado cujo lado mede 8\/5 cm. Se as

arestas laterais da piramide medem 17 cm, entdo desenhe a piramide e calcule a
altura e seu volume.

\ \Q-:) ) %
LScoond, g O y
) = b oAy
{ O - i‘k‘ P 7 ) 5
\ C, D \ g.\a { A
AN A= D0k 5
3
= v\ 6 G = q
‘)4 \id = («(C‘.\‘ 7 o {
2 —— o ) o
a 2 a B (e
13" = (2 b h — 5N )
W2z 389-4 N h=N235 WPlh = 45¢m

—

J& nesse caso o0 estudante até que consegue calcular a altura corretamente, mas se

atrapalha e ao invés de colocar a area da base coloca sé o lado da base, logo seu volume
fica errado parcialmente.

03. Uma metallrgica fabrica barris cilindricos de dois tipos, A e B, cujas
superficeies laterais so moldados a partir de chapas metaticas retangulares de
laods a e 2a, soldando lados opostos dessas chapas, conforme ilustrado abaixo.

Se Va e Vb indicam os volumes dos barris do tipo A e B, qual a relagéo entre Va e
Vb: :

barril do tipo A 9,

harril do tipe B
T
a
2a 24
2a l <
a s
/ " \'
AZ 11 A A’.'/‘ C = /A /‘
J-:ﬂ)\ TY&_«&"\/A " o ,/’
-0/ T e o
AT
o) 3
//» = o i
= Vg = s
E 18,
3 .
\/f\ Rl 02 2T -
M e R —j' —aEr i 02
3 P =
N a ,
= /o

Nesse caso o aluno consegue fazer o que se pede usando bem os conhecimentos de
cilindro.
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03. Uma metalurgica fabrica barris cilindricos de dois tipos, A e B, cujas
superficeies laterais sdo moldados a partir de chapas metéticas retangulares de
laods a e 2a, soldando lados opostos dessas chapas, conforme ilustrado abaixo.
Se Va e Vb indicam os volumes dos barris do tipo A e B, qual a relagdo entre Va e
Vb: -

barril do tipo A - barril do tipo B

a
2a

Ja neste outro o aluno confunde-se na hora de calcular a area da base do sélido b e no
denominador coloca 42 ao invés de 2. Mas a ideia esta certa.

04(UFAM) Um tanque conico tem 4m de profundidade e seu topo circular tem 6m
de diametro. Entéo:

a) O volume maximo, em litros, que esse tanque pode conter de liquido é:
b) O angulo forma do pelo setor circular ao planificar sua area lateral.

o) M =b ?\—’E—j - )W — Ad 000™dm® =~ Jg000m €
(ie 3 =
B B I 2

L) IR = 2W.5=6% 15\\ —360

@ 9WR = AOW éf‘ E
RS ~

—
= ‘
;\ 7 X= J406°
SN
N

No exercicio acima o aluno faz adequadamente o exercicio.
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04(UFAM) Um tanque conico tem 4m de profundidade e seu topo circular tem 6m
de didmetro. Ent&o:

a) O volume maximo, em litros, que esse tanque pode conter de liquido é:
b) O angulo forma do pelo setor circular ao planificar sua area lateral.

e >
\r S »4% = D ; s
B )
—F | < ~
o -
|
\ \ —
. - = &7,
260 s il R
A \JO 2 o =
SRR e 197
N2 = 1 2 Z Vick s | ‘f*y/« 20 ™ 2 20 =14
WeE RS- = 150 KA MO F Yy
- i 2 o &
ﬁ 9 )/ .; %

Ja neste exercicio o aluno se confunde ao comparar numa regra de trés o angulo com o
volume do cone.

05.(UFPR) Um recipiente com agua tem, internamente, o formato de um cilindro
reto com base de raio R cm. Mergulhando nesse recipiente um esfera de metal de

s ’ P 9R % .
raio r cm, o nivel da agua sobre Iz om. Qual é o raio dessa esfera?

\\,______4/ Y
@ r=Rem o .ol
.-““"‘*-—.. !‘/:-\
b) r:% cm = =y . S 5
16 e AT e
3R bcsgee sy ][ Bem 31 o2
©) P e : =
d r=Rem
2 e
25 . -l 2 = D)
e) r===~cm K : C :
3 N A H"; s g >
G
= ¥ f
i ) 2 b
e e£ 4O
e AR

n

Neste exercicio o0 aluno o faz de forma adequada.

Uma observacdo quanto ao exercicio 05 € que ndo houve erros nele.
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Com relagdo ao resultado do aprendizado da turma, podemos afirmar que no
geral os estudantes apresentaram um desenvolvimento melhor que em anos anteriores,
levando-se em consideracdo a experiéncia do proponente dessa dissertagdo referente ha
anos anterior nas turmas de 2° ano do ensino médio do mesmo colégio. A atividade
desenvolveu a habilidade que era um de nossos objetivos, a visualizacdo de seguimentos
facilitando a compreensédo do contetdo e facilitando a aprendizagem.

Segue abaixo o resultado em nimeros de nossa avaliagdo referente aos 40 estudantes do
ensino médio da escola de aplicacdo do recife — fcap- UPE

Resultado da avaliacéo
Classe Quantidade de alunos | Porcentagem
0 4 25 2 5%
254 50 3 7,5%
504 75 9 22,5%
7,54 10,0 26 65%

Resultado da avaliacao

W 02,5

W 2,545,0
5,0-7,5

m /,5410,0
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5.1.3-Criticas e sugestdes

Com relacdo a atividade realizada, pode-se notar primeiramente que a
participacdo nas aulas de geometria espacial melhorou muito em decorréncia de nossa
atividade, e duvidas que geralmente os alunos tém com relacdo ao posicionamento de
solidos, célculos de medidas como altura, arestas ou apdtemas ficaram mais simples de
serem explicados no quadro. Na minha Otica os objetivos estabelecidos para construir 0s
solidos foram atingidos visto que os alunos conseguiram fazer as devidas construcoes e
esta atividade ampliou o campo de conhecimento deles no que diz respeito ndo sé ao
topico de geometria espacial, mas também em geometria plana, pois o0s alunos usaram
alguns argumentos para construcdo de poligonos regulares. A atividade poderia ser mais
produtiva se tivéssemos mais tempo para sua aplicacdo, como por exemplo; poderiamos
buscar fazer uma esfera através da construcdo de um poliedro usando a ideia de
aproximacao. Mas considero que para o tempo de um més com 16 aulas foi suficiente
para a aplicacdo do projeto no gque tange aos nossos objetivos que foram de mostrar ao
aluno de maneira diferenciada os conteudos de so6lidos geométricos, propiciando um

melhor entendimento da teoria.
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Anexo (fichas de aula)

PRISMA

Na figura abaixo, temos dois planos paralelos e distintos « € g, um poligono convexo R
contido em « e uma reta r que intercepta « € g, mas ndo R:

f

8 /
23

K
v

Para cada ponto P da regido R, vamos considerar 0 segmento pp’, paralelo a reta (p'cp);

Assim, temos:

Chamamos de prisma ou prisma limitado o conjunto de todos 0s segmentos congruentes
PP paralelosar.

Elemento do Prisma

Dado o prisma a seguir, consideramos 0s seguintes elementos:

-
. .
F 3
i m
|/

L J

3
=

éu
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Bases: regides poligonais R e S

Altura: a disténcia h entre os planos « e p

Faces laterais os paralelogramos AA’B’B, BB’C’C, CC’D’D, DD’E’E, EE’A’
Classificagao:

Um prisma pode ser:

reto: quando as arestas laterais sdo perpendiculares aos planos das bases;

obliquo: quando as arestas laterais s&o obliquas aos planos das bases.

1

Chamamos de prisma regular todo prisma cujas bases sdo poligonos regulares:

tridngulo eqiilatero hexigone regular

Observacédo: As faces de um prisma sdo retangulos congruentes.
Seccao

Um plano que intercepte todas as arestas de um prisma determina nele uma regido
chamada seccdo do prisma.

Seccdo transversal € uma regido determinada pela intersec¢do do prisma com um plano
paralelo aos planos das bases (figura 1). Todas as sec¢fes transversais sdo congruentes
(figura 2).
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figural figura 2

Areas

Num prisma, distinguimos dois tipos de superficie: as faces e as bases. Assim, temos de
considerar as seguintes areas:

area de uma face (Ag): area de um paralelogramos que constituem as faces;

area lateral (AL): soma das areas dos paralelogramos que formam as faces do prisma.
No prisma regular, temos A =n. Ar (n = nimero de lados do poligono da base)

area da base (Ag): area de um dos poligonos das bases;
area total (Ar): soma da area lateral com as areas das bases.
GENERALIZACAO DO VOLUME DE UM PRISMA

Para obter o volume de um prisma, vamos usar o principio de Cavalieri (matematico
italiano, 1598-1697), que generaliza o conceito de volume para solidos diversos.

Dados dois solidos com mesma altura e um plano «, se todo plano B, paralelo a a,
intercepta os solidos e determina sec¢des de mesma area, 0s solidos tém volumes iguais:

i ]
Al

Se 1 é um paralelepipedo retangulo, entdo V, = Agh.

Assim, o volume de todo prisma e de todo paralelepipedo é o produto da area da base
pela medida da altura:

Vprisma = Agh
EXERCICIOS RESOLVIDOS
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01.Calcule a &rea total e 0 volume de um cubo cuja diagonal mede 2.3m.

dcza\/§:>2\/§=a\/§:a=2m
Solugéo: Ar =6a%=6-22 = 24m?

V=a%=2%=-8m®

02.Um prisma triangular tem a aresta da base igual a altura, a area LATERAL é de 12
cm?.Calcule a 4rea total

Solucéo:

Sendo:
a a aresta da base
h a altura

a=h

AL=12=3h=12=30-h=12=302 =125 h =2 A; = Ag +2A, =12+ 2-

223
4

2

_2 ;/5 (abase é um tridangulo equilatero) 2-443

As 2+T:12+2 3cm?

03.0 apdtema da base de um prisma triangular regular tem 5cm e a area lateral mede
100cm?. Calcule a altura do sélido.

Solucéo:

Sendo:
a 0 apGtema da base [pm)
h a altura do tridngulo equilatero ()

| aresta da base
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H a altura do prisma

Temos pela propriedade do baricentro

h=3a=h=15
h=@:>15=@:>e=10\/§
2 2
A, =3A; =100=3(H=3-10v/3H =
10 1043
"33 9

04.Calcule o volume de um prisma reto de base triangular, de 3cm, 4cm e 5¢cm de lados,
sabendo que a rea lateral mede 72cm?.

3 ‘ 4

‘ 3

Solucéo:
O volume de um prisma é dado por V = Agh.

A area da base € a area do triangulo e pode ser calculada por:

As =Pl —a)p -b)p - c) = J6(6 —3[6 —4)6 - 5) = = 36 =6

05.Um prisma hexagonal regular tem area de base igual a 24./3cm?. Calcule seu volume,
sabendo que a altura é igual ao ap6tema da base.

Solucéo:

A base do prisma é um hexagono regular, cuja area é:

Ag = =a%=16=a=4cm

3a2\/§ :24\/—: 3a2\/§
2 2

Como a altura do prisma é igual ao apétema da base, temos:

h
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Sendo V = Agh, vem:
V = 244/3.24/3 =144cm?3
EXERCICIOS PROPOSTOS

01.Num paralelepipedo retangulo, as dimensdes sdo nimeros inteiros e consecutivos.
Calcule sua diagonal e seu volume, sabendo que a aresta menor mede 2.

Sabendo que a aresta de um cubo mede 5cm, calcule:

a)a diagonal do cubo;

b)a area de uma face;

c)a area total do cubo.

02.A érea total de um cubo é de 150m?. Calcule a medida de sua aresta.

03.A aresta do cubo abaixo mede 2 e sp mede 3. Calcule PC e PD.

D

A B

04.Um prisma regular triangular tem 10cm de altura. Sabendo que a medida da aresta da
base é de 6cm, determine a area total do prisma.

05.A soma das dimensdes a, b e ¢ de um paralelepipedo retangulo é m e a diagonal é d.
Para a area total S, temos:

a) S?=m? — d?

b)S=m’—d’
) S = m?+d?
d) S=md

e) nra.

06. Considere P um prisma reto de base quadrada, cuja altura mede 3m e tem area total
de 80m?. O lado dessa base quadrada mede:

a)lm b)8m c¢)4m d)6ém e)1l6m
07.Determine o volume de um cubo, cuja diagonal mede 3 .
08.Calcule o volume de ar contido em um galpdo com a forma e as dimensbes dadas

pela figura é:
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a) 288 b)384 c)480 d)360 e) 968

09.De um bloco cubico de isopor de aresta 3a, recorta-se o sélido, em forma de H,
Mostra na figura. O volume do sélido é:

\

MM WM Wb

32“
M-TM MO Hea ¥

a) 27a° b) 21a’ c) 18a° d) 14a’ e) 9a°

PIRAMIDES

Dados um poligono convexo R, contido em um plano oc, e um ponto V (Vértice) fora de
oc, chamamos de pirdmide o conjunto de todos os segmentos vp, P eR.

v

i

= —#

Elementos de piramide

Dada a piramide a seguir, temos 0s seguintes elementos:

A
Ll
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base: o poligono R

arestas da base: os lados a8 ,BcC, cD, DE, EA do poligono
arestas laterais: os segmentos va, vB, VC, VD, VE

faces laterais: os tridngulos vae, vBC, VCD, VDE, VEA
altura: distancia h do ponto V ao plano

Classificacao

Uma piramide é reta quanto a projecdo ortogonal do vértice coincide com o centro do
poligono da base.

Toda piramide reta, cujo poligono da base é retangular, recebe o nome de pirdmide
retangular. Ela pode ser triangular, quadrangular, pentagonal etc., conforme sua base
seja, respectivamente, um triangulo, um quadrilatero, um pentagono etc.

Ad

Veja:

Piramide regular quadrangular, pentagonal e piramide regular hexagonal

Toda piramide triangular o nome de tetraedro. Quando o tetraedro possui como faces
triangulos equilateros, ele é denominado regular (todas as faces e todas as arestas sdo
congruentes).

tetraedro tetraedro regular
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A reunido, base com base, de duas pirdmides regulares de bases quadradas resulta num
octaedro. Quando as faces LATERAIS das pirdmides sdo triangulos equilateros, o
octaedro € regular.

octaedro octaedro regular
EXERCICIOS RESOLVIDOS

01.Calcule a é&rea total, a altura e o volume de uma piramide regular de base quadrada,
cuja aresta da base mede 6m e cuja aresta lateral mede 34 formula.

Solucéo:

K :
D C

H M

i—— 3 —HE

Ag =a? =36m?

Célculo da area total

Vamos calcular o ap6tema da piramide, destacando o triangulo VBC:
a

2
VM2 :zz—[z) = VM2 =34 -9 = VM = 5m

Ar = Ag + 4A¢ :36+4.%:96m2

Calculo da altura
NO avHM, temos:

2
h2+(§j -52 -h2-25-9-16=h=4m

Céalculo do volume

\Y; =1.Abh _136.4-a8m3
3 3

02.Um tetraedro regular tem aresta a. Calcule a area total, a altura e o volume.

Solugéo:
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Céalculo da area da face isolando uma das faces do tetraedro, temos:

ai' ia
a

(&rea do tridngulo equilatero)

Célculo da area total

& [
; ’
E

2
Ar=4Ap =42 f=a2\/§

Calculo da altura

v
& C
I
B

Isolando a face ABC, temos:

AMm = altura do triangulo equilatero

HM =-.AM =

a3 _af3
6

1 1 a3
37 3" 2

Isolando 0 avHM, vem:

<

H Mo VM =AM



h? + HM2 = VM2 = h? = AM2 _HM? =

2 2 2 2 2 2
h? - [ﬁj —[ﬂ] _3a® 27" -3 23" . Céaleulo do volume

2 6 4 36 3
a2 a/e
ho8Ve _avb
NE) 3
2 3
volanh-12 3 a6 22
3 374 4 12

EXERCICIOS PROPOSTOS

01.Uma pirdmide regular quadrangular tem apdtema igual a 9 cm. Sendo o lado da base
de 4 cm, calcule:

a) a area da base;

b) a area de cada face lateral;
c) a altura da piramide;

d) a area lateral da pirdmide.

02.Calcule a area lateral de uma pirdmide quadrangular, cuja base esta inscrita numa
circunferéncia de 6/2 cm de raio de 8 cm de altura.

03.Uma piramide regular de base hexagonal tem 6 cm de aresta da base de 10 cm de
aresta lateral. Calcule:

a) a area da base;

b) a area lateral;

c) a altura da piramide.

04.Calcule a area total e altura de um tetraedro regular de 12 cm de aresta.

05.Considere uma piramide de base quadrada, cujo lado é 2a. Sabendo que a area lateral
é % da area lateral de um prisma reto de base e altura igual as da piramide, entdo a

altura da piramide mede:
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3
€) —a
) 2

06.Uma pirdmide regular, cuja base é um quadrado de e6/6 cm de diagonal e cuja é
igual a % do lado da base, tem &rea total igual a:

a) 96+/3cm?

b) 252cm?
C) 288cm?
d) 84+/3cm?

e) 576cm?

07.Calcule o volume de um octaedro regular, obtido a partir de duas piramides, sabendo
que a area da base € de 3scm?. (Lembre que em um octaedro regular as piramides tém
base quadrada e as faces sdo triangulos equilateros.)

08.Calcule o volume de uma piramide reta de 15 m de altura, cuja base é um triangulo
de lados 5m, 8me 11m. (S=./p(p—a)(p—b)(p—c), em p € 0 semiperimetro do triangulo).

09.A base de uma piramide reta de altura 3r € um hexagono regular inscrito numa
circunferéncia de raio r. Determine o volume da piramide.

10.Uma piramide regular hexagonal tem o ap6tema de base igual a 6¢cm. Sabendo que o
apotema da pirdmide vale 1cm, calcule o seu volume.

TRONCOS

Se um plano interceptar as arestas de uma piramide ou um cone, paralelamente suas
bases, o plano dividird cada um desses solidos em dois outros: uma nova piramide um
tronco de piramide; e novo cone e um tronco de cone.

Vamos estudar os troncos.
Troncos de piramide

Dado o tronco de piramide regular a seguir, temos:

i
—LV
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base metior

altura

®.base maior

tronico de pirdmdde

as bases sdo poligonos regulares e semelhantes;
as faces laterais sdo isosceles congruentes.
Areas

Temos as seguintes areas:

area lateral (AL): soma das ares dos trapézios isosceles congruentes que formam faces
laterais.

Area total (Ar): soma da érea lateral com a soma das areas de base menor (Ap) e maior
(Ag).

Ar=A_L + Ag + Ay

Volume

O volume de um tronco de pirdmide regular é dado por: Vv, :%(AB + A, +JAg +A,).

Sendo V o volume da piramide de V’ o volume da pirdmide obtido pela seccdo ¢ valido
na relacao:

K_(ET
VvV (H
CILINDROS

Primeiros Conceitos

Definicéo
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Considere dois circulos de mesmo raio r contidos em planos paralelos e seja e a reta que
passa pelos seus centros.

Chama-se cilindro circular, ou simplesmente cilindro, a reunido de todos os segmentos
paralelos a reta e, cujas extremidades pertencem cada uma a um dos circulos
considerados.

Elementos do Cilindro

Com relagdo ao cilindro dessa figura, temos,

Bases: sdo os dois circulos considerados na definigéo.
Eixo: E areta e, que passa pelos centros das bases.

Geratriz: E qualquer segmento paralelo ao eixo, cujas extremidades pertencem as
circunferéncias das bases. Em todo cilindro, as geratrizes s&o congruentes entre si.

Altura: E a distancia dos planos que contém as bases.

Seccbes do Cilindro

A interseccdo, ndo-vazia, de um cilindro com qualquer plano que seja paralelo as bases
é uma seccao transversal do cilindro. A interseccdo de um cilindro com qualquer plano
que contém seu eixo é chamado sec¢do meridiana do cilindro.

Verifica-se que qualquer seccdo transversal de um cilindro € um circulo congruente as
bases, enquanto toda seccdo meridiana é um paralelogramo.

secgdo transversal  secgdo meridiana
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Classificacéo dos Cilindros:

Um cilindro é denominado reto se o seu eixo é perpendicular aos planos das bases. Um
cilindro ndo-reto é denominado obliquo.

Observacoes:

Dentre os cilindros retos devemos destacar o circuito equilatero, no qual as geratrizes
séo congruentes aos didmetros das bases.

Todo cilindro reto pode ser definido como sendo o s6lido gerado pelo rotagdo completa
de um retangulo em torno de um de seus lados. Por isso, o cilindro reto também é
chamado cilindro de revolugéo.

cilindro reto cilindro obliquo e
gt
g g=2r
cilindro gquilatero cilindro de revolugéo

Area lateral e area total

Imagine que a superficie lateral de um cilindro circular reto seja feita de papel.
Cortando-se essa superficie segundo uma geratriz, podemos planifica-la, obtendo um
retangulo, cuja base tem o comprimento da circunferéncia da base do cilindro e cuja
altura é a propria altura do cilindro. A area retangulo é a propria area da superficie
lateral do cilindro reto, logo.

St=2nr. H

2%

Para obter a area total do cilindro reto, basta somar as areas das duas bases com a area
lateral.

St = St + ZSB
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Si=2nrH+2.xnr’
St=2rnr (H+r)

Volume do Cilindro

Com o auxilio do principio de Cavalieri, podemos facilmente constatar que um cilindro
pode ser decomposto em prismas, cujas alturas s&o iguais e cujas bases tém a mesma
area, tém volumes iguais.

VCILINDRO = VPRISMA

Tal como o volume do prisma, o volume do cilindro é dado pelo produto da area de sua
base pela sua altura. Assim:

V=S.H V=mn?.H
EXERCICIOS RESOLVIDOS

01.Num cilindro de altura H = 10 cm, a 4rea de uma seccdo meridiana é igual a 60 cm?.
Calcular, desse cilindro:

a area lateral;
a area total

0 volume
Resolucéo:

A seccdo meridiana de um cilindro reto é um retangulo, cuja base é o didmetro 2r do
cilindro. Como a 4rea dessa secco é igual a 60cm?, temos:

2r.H=60
2r.10=60=r=3cm
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Entéo.

Se=2nr*.h

Si=2n(3)? . 10= S'=60n cm®
b) A érea total do cilindro sera:
St=St + 2. S
Si=60n+2.7m.(3)°

St=60n + 181 = S;=78m cm’

C) Para 0 volume, teremos:
V=Sg.H

V =n(3)%. 10 = V = 90r cm®

Resposta:

a)  60mcm?
b)  78mcm?
c)  90mcm?

02.Uma lata cilindrica tem sua base com 40 cm de diametro. Se a altura da lata é de
50cm, qual é o seu volume em litros?

Resolucéo:

Observando que o raio de base da lata é r = 20 cm, temos:
V=S .H

V = (20)* . 50

V = 200007

Entdo, utilizando = = 3,14, encontramos: V = 62800 cm®
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Ou ainda: V=62,8/
Resposta: 62,8 litros.
EXERCICIOS PROPOSTOS

01.0 raio da base e a altura de um cilindro reto medem 5cm e 20cm, respectivamente.
Desse cilindro, célculo:

a)a area lateral.
b)A érea total.
¢)O volume

02.Calcule o volume do sélido gerado pela rotacdo completa do retangulo ao lado em
torno do eixo e.

al Btm

1acm

o

03.Seja ABCD um retangulo em que AB = 4. A rotagdo completa desse retangulo em
torno do lado AD gera um cilindro cujo volume € 112x. Calcule o volume do cilindro
gerado pela rotacdo desse retangulo em torno do lado AB.

04.A 4rea de uma seccdo meridiana de um cilindro eqilatero e igual a 36cm?. Calcule a
area total desse cilindro.

05.Um cano de drenagem € um tubo cilindrico com 2,0m de comprimento. Os
didmetros externo e interno sdo respectivamente iguais a 52cm e 46cm. Calcule o
volume de barro, em litros, necessario para fabricar um tubo.

Observagéo: Utilizo & = 3,14

06.A figura mostra uma peca de aluminio que tem a forma de prisma reto. Essa peca
apresenta um furo circular, de 4cm de diametro, que a atravessa do centro de uma base
ao centro da outra. Calcule o volume dessa peca.

(n =3,14)
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Gem

[
I

07.Calcule o volume do bad representado na figura.

30cm
iOcm ) t
50cm

08.Uma peca metalica é feita abrindo-se um canal num cilindro reto, conforme mostra a
figura.

e
'3
base
15¢cm
' 80°

Qual é o volume dessa peca?

09.A embalagem de um certo produto era uma lata cilindrica de 4 cm de altura e 12 cm
de didmetro de base. O fabricante substitui essa embalagem por uma outra lata cilindrica
do mesmo material e com 0 mesmo volume da antiga. Se o diametro da base da nova
embalagem € de 6¢cm, calcule;

a)a sua altura

b)o percentual de economia de material na fabricacdo da nova embalagem
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CONES
Primeiros Conceitos
Definicéo

Considere um circulo contido num plano e ponto Np fora desse plano. Chama-se cone
circular, ou simplesmente cone, a reunido de todos os segmentos que tém uma
extremidade em P e a outra num ponto qualquer do circulo.

Elementos do Cone

Com relacdo ao cone da figura, temos:

Vértice: E o ponto P da figura.

Base. E o circulo considerado na definic&o.

Eixo: E a reta que passa pelo vértice e pelo centro da base.

Geratriz: E qualquer segmento com uma extremidade no vértice e outra num ponto
qualquer da circunferéncia da base.

Altura: E a distancia do vértice ao plano que contém a base.

aixe
Y

alture

Os conceitos de seccdo transversal, seccdo meridiana e a classificacdo dos cones sdo
estabelecidos de modo analogo ao que fizemos com os solidos ja estudados. Ndo ha
necessidade de repetir essas defini¢des. Por isso, vamos apresenta-los diretamente, por
meio de figuras, e chamar a atencao para um ou outro detalhe mais importante.
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]
seccAo transversal secgdo meridiana

Verifica-se que qualquer Secgéo transversal de um cone circular é um circulo. Para essa
sec¢do, vale a propriedade analoga a que demonstramos para as piramides. Veja.

Classificacdo dos Cones

<

!
cone obliquo

Observacoes:
No cone reto todas as geratrizes sdo congruentes entre si.

Cone equilatero é todo cone reto em que as geratrizes sdo congruentes ao diametro da
base.

cone equilétero

Todo cone reto pode ser definido como sendo o sélido gerado pela rotacdo de um
triangulo retangulo em torno de um dos catetos. Assim, o cone reto é também chamado
cone de revolucéao.
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-l
cane de revolugac

Area lateral e area total

Para deduzir a formula que da a area lateral de um cone reto, convém, antes, que vocé
relembre o seguinte:

Se /é o comprimento do arco AB da figura, entdo a medida 6, em radiano, do angulo
central AOB é:

——— A
R
n
B

( 0= comprimento do arco )
raio

Area do setor circular AOB, para @em radianos, é dada poras:
} 2
Set = 2 xR? ouainda, Se=6.R"
2n 2

Agora, considere um cone circular reto de geratriz g e cujo raio da base é r.

2ar

Planificando-se a superficie lateral desse cone, obtém-se um setor circular de raio g e

cujo arco correspondente tem comprimento igual a 2xr (comprimento da circunferéncia
da base do cone). A area desse setor é a area lateral do cone.
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Para 0 em radianos, temos:

o 2 2
g 2nr g
2 Seet=——
Se=0.L 9 2
set — . 2

Efetuando as simplificagdes, obtemos: S = nrg
Assim, a area da superficie lateral do cone reto € dada por: S/ = nrg

Para calcular a area total do cone e uma piramide, cujas alturas sdo iguais, tém volumes
iguais.

Volume do Cone

Empregando-se o principio de Cavalieri, verifica-se que um cone e uma piramide, cujas
alturas sdo iguais e cujas bases tém areas iguais, tém volumes iguais.

Desse modo, podemos concluir que o volume de um cone qualquer é igual a um terco
do produto da area de sua base pela sua altura.

v:é.sB . H
V=21 (nrd).H
V=21 nH

3
EXERCICIOS RESOLVIDOS

01.Com um cartdo em forma de setor circular, cujo angulo central mede 216° e cujo raio
mede 15cm, constrdi-se um cone circular. Qual é o volume desse cone?

Resolugéo:
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Inicialmente vamos converter 216° em radianos.

= 0= 95 Rad
5

Por outro lado, sabemos que: 6 = %
Como 6 = % e g =15, a ultima igualdade fica assim: %: 21_’;:

De onde setirar =9.

Agora, vamos calcular H por meio do teorema de Pitagoras.
H2 + 12 = gz

H?+9°=15" - H=12

Logo, 0 volume do cone é:

_1
V=_Ss . H
V=%(n.92) . 12=>V=324rn

Resposta: 324 ncm®,

02.Calcular o volume do solido gerado pela rotagdo completa do triangulo isosceles

ABC, em torno do lado AB.

Resolucéo
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No tridngulo retangulo BCD (fig. 1), temos:
h*+4°=5" - h=3

Logo,

H=5+h=>H=5+3 .. H=8

Agora, note que a rotacdo do triangulo ABC, torno do lado AB, gera o s6lido da figura
2. O volume V desse solido é igual a diferenca entre os volumes de dois cones retos de
mesma base, comr = 4, e de alturas H = 8 e h = 3. Entéo,

v=§(n.42).8- %(n.42).3

Efetuando os calculos, obtemos: V = 8(3’“

Resposta; 89

EXERCICIOS PROPOSTOS

01.De um cone reto de altura H = 12cm e geratriz g = 13 cm, calcule:
a) a area lateral,

b) a area total;

c) o volume.

02.Num cone reto, de altura H = 8cm, a area de uma seccdo meridiana é igual a 48 cm?.
Calcule:

a) a area lateral,
b) a area total;
c) o volume.

03.Planificando-se a superficie lateral de um cone reto, de altura h = 3 e do raio da base
r = 4, obtém-se um setor circular. Calcule a medida do angulo desse setor em radianos e
em graus.
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04.Um cartdo tem a forma de um semicirculo de 132cm de raio. Com esse cartdo

constréi-se um cone circular reto.

., 12cm

a) Verifique que esse cone é equilatero.

b) Calcule o seu volume.

05.Nos exercicios de 5 a 8 calcule os volumes dos sélidos gerados pelas rotagdes das

figuras em torno dos eixos indicados.

)

15 17
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IMPORTANTE:

A figura mostra um cilindro eqiiilatero com dois “furos” conicos, um em cada base.

Calcule o volume desse s6lido em funcéo de R.

2R

. . 08 __.l

A figura mostra um cone reto que, seccionado por um plano paralelo a base, fica

decomposto em um novo cone e um tronco de cone. Calcule.

0s volumes dos trés solidos;
as areas laterais dos trés sélidos;
a area total do trinco de cone.

DADOS: R=6cm,H=15cme h=10cm.

=2

Calcule o volume do solido gerado pela rotacdo do trapézio retangulo da figura em

torno do eixo e
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ESFERA

Definicéo

Dados um ponto O e uma distancia R, chama-se esfera o conjunto de todos os pontos
do espaco cujas distancias ao ponto O sdo menores ou igual a R.

O ponto O € o centro da esfera e R é 0 seu raio.

Além da esfera, definimos também a superficie esférica como sendo o conjunto de
todos os pontos de espaco situados a uma mesma distancia R de um ponto fixo O.

Os conceitos de esfera e de superficie podem também ser formulados por meio de
rotacOes de figuras.

Veja:
A esfera é gerada pela rotacdo de um semicirculo em torno de seu didametro.

A superficie esférica é gerada pela rotacdo de uma semicircunferéncia em torno de seu
diametro.

Tl <,

-
>
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Area de uma Seccao Esférica

Um plano e uma esfera que tém um Unico ponto comum sdo denominados tangentes.
Nesse caso, 0 raio que tem uma extremidade no ponto de tangéncia é perpendicular ao
plano.

Qualquer outro plano que intercepte uma esfera, ndo sendo tangente a ela, intercepta a

segundo um circulo. O raio r desse circulo depende da distancia d do centro da esfera
ao plano de seccao.

---------
~

d R
/ ‘ Jm’ )
Observe que, sendo S a &rea da seccdo, temos: S = xur? Por outro lado, pelo teorema de
Pitagoras, obtemos: r* + d* = R? — d°. Logo,

-
,

S=nr’=S=n(R°-d%

Esse resultado, que expressa a area da seccdo em funcdo do raio R da esfera e da
distancia d, serd de grande valia para determinar o volume da esfera. Desde ja é
importante vocé observar que:

S=n(R* +dd.

E também a area de uma coroa circular de raios R e d.

’ =

Scoroa =7 (R* = d)

Volume da esferaO volume da esfera sera obtido com o auxilio do principio de
Cavalieri. (s6lidos geométricos de mesma altura terdo 0 mesmo volume se suas
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respectivas sec¢des planas forem de areas iguais Para tanto, vamos utilizar o seguinte
solido, conhecido como anticlepsidra.

2R

it e e e il

Trata-se de um cilindro eqiiilatero, do qual foram “eliminados” dois cones cujas bases
sdo as proprias bases do cilindro e cujas alturas sdo iguais a metade da altura do
cilindro. O centro do cilindro é o vértice dos dois cones.

Nesse solido, vamos considerar uma secgdo transversal determinada por um plano
situado a uma distancia d do vértice dos cones.

Essa seccdo é uma coroa circular. Nela, é imediato que o raio da circunferéncia menor é
igual a distancia d. O raio da circunferéncia maio é o proprio raio R da base do
cilindro. Assim, a area da seccao é:

S=rn(R?=d?

Entdo, o principio de Cavalieri nos permite concluir que o volume da anticlepsidra é
igual ao volume de uma esfera de raio R. Veja as figuras:

anticlepsidra esfera

Areas iguais a T (R*> — d%)
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Por outro lado, o volume da anticlepsidra é facil de ser determinado. Para isso basta
subtrair os volumes dos dois cones do volume do cilindro equilatero.

V-nR? . 2R-2. %.nRZ . R
V:27'cR3-§7'cR3
V=247R8

3

Com isso, fica estabelecido a seguinte propriedade.
Teorema

O volume de uma esfera de raio R é dado pela formula.

= £TCR3
3

EXEMPLOS RESOLVIDOS
01.Calcular o volume da esfera circunscrita a um cubo de aresta a = 2cm.

Resolucéo:

Os oito vértices do cubo pertencem a superficie esférica. Assim, o centro da esfera é um
ponto equidistante dos vértices do cubo. Esse ponto € o proprio centro do cubo (ponto
de encontro das diagonais). Desse modo, o raio da esfera é a metade da diagonal do
cubo. Logo.
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R= % ~R=yzcm
Assim, 0 volume da esfera é:
V=%nR3

V= %n(\/?)g

V= %n(3 B)=>V=idn 3

Resposta: 4xt /3 cm®

02.Uma pequena bola de borracha, de 3,5 cm de raio, é colocada dentro de um vaso
cbnico. A abertura do vaso tem 7 cm de raio e sua profundidade é de 24cm. Calcular a
distancia da bola ao fundo do vaso.

Resolucgéo:

Na figura 1 vocé vé a situacdo proposta pelo problema. Nela, d ¢ a distancia da bola ao
fundo do vaso. Agora, observe a figura 2. Com base nela resolvemos o problema.

No triangulo retangulo CPA, vamos calcular AP.
(AP)? = 72 + 24% . AP = 25

Agora, note que os triangulos CPA e TPO sdo semelhantes, pois cada um deles possui
umanguloretoe P é umangulo comum. Entéo,

OP OT X 35

= = =
AP AC 25 7

= X=125

Assim, a distancia d procurada é
d=x-35

d=125-35=d=9

79



Resposta: 9 cm
Observacéo:

Note que, distadncia de um ponto a esfera é a distancia desse ponto a superficie esférica,
como mostra a figura seguinte.

EXERCICIOS PROPOSTOS
01.Calcule o volume de uma esfera inscrita num cubo de 6¢cm da aresta.

02.Uma esfera é seccionada por um plano distante 3 cm de seu centro. Se a area da
seccdo é igual a 16w cm? qual é o volume da esfera?

2567
3

conforme mostra a figura. Calcule, do cilindro:

N

03.Uma esfera, cujo volume é igual a cm®, esta inscrita num cilindro equilatero,

ﬁ

a)a area lateral,
b)o volume

04.Uma esfera metalica, de 3 cm de raio, é colocada dentro de um recipiente cilindrico
gue contém agua e cujo raio da base € igual a 6cm. Se a agua ndo transbordou, de
quanto subiu o seu nivel?
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05.Uma bola de sorvete, de 6cm de diametro, ¢ servida numa “casquinha” conica, cuja
abertura tem 5cm de didmetro e cuja profundidade é de 12cm. Se a bola de sorvete
derreter completamente, haverd vazamento?

Observacéo: Despreze a quantidade de sorvete que a casquinha possa absorver.

06.Calcule o volume da esfera inscrita num cone equilatero, cujo raio dabase é r = 3.
07.Calcule o raio da esfera inscrita num cone reto de geratriz g = 13 e de altura H = 12.

Nos exercicios 8 e 9 calcule os volumes dos solidos gerado pelas rotagdes das figuras
em torno do eixo e.

Area da Superficie Esférica

Assim, podemos enunciar o seguinte:
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A érea de uma superficie esférica de raio R é dada pela férmula S = 4nR?
EXERCICIOS
01.Calcule a area da superficie de uma esfera cujo volume é 36w cm”.

02.Uma esfera esta inscrita num cilindro eqilatero. O que se pode concluir sobre a area
da superficie esférica e a area lateral do cilindro?

.’

=
o\

[

03.A figura mostra um cone reto, cuja base tem 4rea igual a 1447 cm?, inscrito numa
esfera cuja superficie tem area igual a 900% cm?. Calcule o volume do cone.

Nos exercicios 4 e 5 calcule as areas totais dos solidos gerados pelas rotagdes das
figuras em torno do eixo e.
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