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Resumo

O presentdrabalho tem como objetivo principal apresentar uma introducéo a Teoria
dos Grafos, fazendo a ligacéotrealgunsdosseusconceitose a caracterizagados Poliedros
Regulares. Sera dadena énfase especial ao estudo dos Grafos Eulerianos, da Formula de
Euler, dos Grafos Planares e dos GraflagoRicos. Por fim, sera apresentagaa proposta
de sequéncia didaa que tem como foco introduzir o conceito de grafo a alunos do ensino

basico, fazendo ligagcdes com os Poliedros Regulares.

Palavras-chave: grafoseuleriangformula de Euler, grafos plamese grafos plainicos.



Abstract

This presentation provides an introduction to graph theory, making the connection
between some ofs concepts and thand characterization of Regular Polyhedra. Special
emphasis will be given to the study of Eulerian graphs, Euler's Formula, Graphs aad Pla
Graphs Platonic. Finally, a proposed instructional sequence that focuses on introducing the
concept of the graph elementary school students, making connections with the regular
polyhedra is presented.

Keywords: Eulerian graphs, Euler's formula, Platonic graphs and planar graphs.
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Introducao

A Teoria dos Grafos € uma das poucas areas da matematica em queisetdata
registrada como sendo o seu inicio: o primeiro documento referente a este assunto foi escrito
pelo matematico suico Leonhard Euler (1707783), e apareceu no volume de publicacdes
da Academia de Ciéncias de S&o Petersburgo, em 1736. Euler éasnfgguras mais
impressionantes da histdria da ciéncia. Em 1727, quando ele tinha 20 anos, ele foi convidado
para a academia russa. Ele ja tinha estudado teologia, linguas orientais e medicina antes de se

dedicar a matematica, fisica e astronomia.

Euler comecou seu trabalho sobre Grafos buscando solucionar O Problema das Pontes
de Konigsberg. As vérias partes da cidade de Konigsberg (atual Kaliningrado, na Russia),
eram ligadas por sete pontes, que cruzavam o Rio Pregel. Num certo momento, durante os
passeios dos moradores pela cidade, surgiu a pergunta: € possivel, saindo de um ponto da

cidade, percorrer estas sete pontes uma unica vez, e voltar ao ponto inicial?

\\mga ﬁ ‘

==
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Mapa de Konigsberg

llustracdo das Pontes de Kdnigsbefgigura A
(Fonte:http://ptmat.fc.ul.pt/~pduarte/tmf/Problemas/Images/konigsbejg.gif

Esta pergunta ficou sem resposta até que Leonard Euler, em 1736, solucionou o

problema, inaugurando um novo ramo da matematica: aaléas Grafos.

Este Trabalho de Conclusdo de Curso tem por objetivo principal introduzir alguns dos

conceitos da Teoria dos Grafos de forma simples e objetiva.


http://ptmat.fc.ul.pt/~pduarte/tmf/Problemas/Images/konigsberg.gif

Nos Capitulos de 1&iremos trabalhar algumas definicdes basicas cujo conhecimento
€ necesmio para a compreensdo do estudo dos grafos, iremos definir e classificar os

principais grafos, e trabalhar alguns teoremas que foram frutos das descobertas de Euler.

No Capitulo4 iremos definir o que sdo Grafos Platbnicos, e aplicar alguns dos
resultasds estudados nos capitulos anteriores nos grafos que séo fruto das Planificacdes dos

Poliedros de Platao.

No Capitulo5 iremos explorar um pouco mais o conceito de Planaridade, estudando
alguns importantes teoremas que nos levam a ter um entendimentoigoneso deste

conceito.

E, finalmente, no Capitul®, temos uma proposta de Sequéncia Didéatica, que pode ser
aplicada a alunos do ensino basico, afim de: introduzir o conceito de Grafos, mostrar quao
presentes os grafos estdo no nosso dia a dia, afaressnPoliedros Regulares, e trabalhar

nestes a Formula de Euler.



Capitulo 1

Defini¢cbes Basicas
Neste capitulo iremos defingrafo e introduzir alguns conceitos que servirdo de base
para os demais capitulos.
1.1 Grafo Simples
Um Grafo Simples™Oé definido porum par &0, onde® = {0, 0 ,..,0} é um
conjunto finito de elementoshamadosvértices e ‘O é um conjunto cujos elementos séo
subconjuntosle ® comdoiselementodlistintos. Os elementos @&chamadosrestas

1.2 Diagrama

Um diagrama € uma representacdo grafica do grafo. Portanto, pode haver infinitos

diagramas representando um mesmo gikafo

Na Figura 1.1temos um exemplo de udiagramaonde®w={0 ,0 ,0,0,0,0,0 ,
0}, eE={(0 M) O M)

Grafo - Figura 1.1
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1.3 Adjacéncia

Dois vértices sdo chamados ddjacentesquando sdo conectados por umr@sta.Na

Figura 1.1, por exemplo, temos que e U sao adjacentes, pois estdo ligadok Eaesta

oo , U ).

Duas ou maiarestasao ditas adjacentes &&0 incidentes nummesmo vérticeAs arestas
oL ,v), OL,Vv)e Qv ,V ), daFigura 1.1, por exemplo, sdo arestas adjacentes, estando

todas elasncidentes nwértice0 .

1.4 Grau de um Vértice

O grau de um vérticé o numero de arestas incidentes nBlenotaremos o grau de um

vérticeU pori L . Na Figura 1.2, por exemplo, temosque =3el 0 =4.

Figura 1.2

1.5 Caminho

Um caminhqg ou cadeig é uma sucessao de vértices e arestas tal que cada aresta liga o
vértice que a precede ao vértice que a segue, nao repetindo @egtakd que contém um

Unico vértice, e nenhuma aresta, também é um caminho.



Caminho- Figura 1.3

Na Figura 13, por exemplo, temos que a sequéncia de vémicas ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 e
U , juntamente com as arestas que fazem a conexao entreesdts mesma ordem, é um

exemplo decaminho

Como numcaminho &o ha problemas em repeveértices, erdio a seg@ncia de ertices
O,0U,0,0,0,0 eU daFgura 14 abaixo, juntamente com as arestas que fazem a

conexXo entre eles, nesta mesma orgémmaisum exemplo de caminho.

Caminho- Figural.4

1.6 Caminho fechado

Um caminhoque possui o primeiro vértice iguao Ultimo é chamado deaminho

fechado Um caminho fechadtami®mé conhecido comoiclo.
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Na Figura 15 abaixo, temos um exemplo de um caminho fechado: o caminho formado
pela sequéncia de vértices, 0,0, 0,0 eU , juntamente com as arestas que fazem a

conexao entrecles

Caminho fechade Figura 15

1.7 Grafo Nulo

Um grafo"Oquepossui um Unico vérticergo possui arestas € chamadg@o nula

L f'|_

Grafo Nulo- Figural.6

1.8 Grafo Completo

Um grafo"Oonde cada par de vértices é ligado por uma aresta é chgnadio completo

Ou, em outras palavras, todos 0s seus vértices sdo adjacentes.

AN

Exemplos de GraBbCompletos- Figura 17

K

LA
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1.9 Grafo Conexo

Um grafo"Oé ditoconexoquando dado qualquer par de vérticeSQlé possivel encontrar
um caminho,ligando esss dois pontosQuando isso ndo for possivel, o grafo é dito ndo

conexq ou, desconexo

Grafo Conexe- Figura 18 Grafo ndo conexe Figura 19

1.10 Subgrafo

Um grafo"Ow HO é umsubgrafode O &hO se we um subconjunto de e Ca® um

subconjunto d®. (Exemplo: Figura 1.0)

1.11 Supergrafo

Um grafo'Oé umsupergrafode"Ose"0Oé subgrafo déO

Grafo & Grafo H

\/W

Figura 110
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Na Figura 110 acimatemos que grafo "Oé um subgrafo dayrafo "Q e, portantoo grafo

"Oé um supergrafo dgrafo "O

1.12 Grafos Isomorfos

Dois grafos’/OwHO e "@aohO  sdo Grafos Isomorfosse existe uma correspondéncia
bijetiva entrew e wxee entréO e Oxeque onservaas relacées de adjacéncimneidéncia.Na

Figura 1.1 abaixo temos o exemplo de d@safos Isomoids

Grafo G Grafo G'

5 W
Ly
U

Grafos Isomorfos- Figura 11

1.13 Grafo Regular

Um grafo é chamado derafo Regularse todos os seus vérticemtenesmo grau, ou seja,

se em todos os vértices incide 0 mesmo nanuer arestasSe o grau dos vértices for

dizemos que o grafo é regularghaui .

Exemplo de um @fo regula de grau 3- Figura 1.2

Observe que todgrafo coner regular de grau 2@iclo.
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Capitulo 2

Grafos Eulerianos

Neste capitulo iremos definir multigrafo erafo euleriang e iremos trabalhacom
alguns teoremas relacionados com estas definicbes. Voltaremos também ao Problema das
Pontes de Konigsberg, mencionado na introdugédo deste trabalho, mostrando a solucdo deste

problema através do conceito de grafo eaier.

2.1 Multigrafo

As arestas que possuem 0 mesmo par de vértices como seus extremos sdo chamadas de
arestas paralelas Um grafo"Oque possui duas ou mais arestas paralelas € chamado de

Multigrafo.

Na Figura 2.1 abaixo temos um exemplo de Muaitigrafo, com um par de arestas

paralelas cujos extremos séo 0s vérticesU .

Multigrafo - Figura 2.1
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2.2 Grafos Eulerianos

O grafo que possui um ciclo que passa por todas as suas aesteepetilas é
chamaddGrafo Euleriano Este ciclo é chamado @clo Euleriana.

i
U

i
Ly

Grafo Euleriane- Figura 2.2

No grafo da Figur&.2, temos o ciclo formado pelos vértiages0 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,
0,0,0 ev,juntamente com as arestas que fazem a conexao entre eles, exatamente nesta
ordem. Como ele passa por todas as arestas do grafesdrmtddo de ur@iclo Euleriano E,

portanto, o grafo ama é umGrafo Euleriano

Teorema 2.1: Um grafo"Oconexoé euleriano see somente seada vértice déOtem grau

par.

Demonstracéo:

Parte |: Um grafo’Oconexo é euleriand” cada vértice déOtem grau par

Vamos supomue o grafo'Oé euleriano, v seja,"Opossui um Ciclo Eulerianc
Escolhemosim vérticeb de"Ode maneira aleatéria. Conidoé conexo e possui um Ciclo
Eulerianocw(um caminho fechado que percorrelds as arestas), COmegas a percorrer este
ciclo através de uma das aredtgadasav , indo até o proximo vérticende tal aresta incide
Como o caminho é fechadap6s passapor todas as arestas, retanms ao vértica) .

Podemos observayue,como o ciclo é euleriano, ele passaré por todas as arest@arde

15



Unica vez.Em todo vértice déOdiferente deb por ondepassamosem cada visita iremos
percorrerduas arestas que incidem neste vertice: uma para ir até ele, e outra para, sair dele

gue nos leva a conclujue todos os vértices d@ diferentes d@ , possuengrau par.

Além disso,como nosso ciclo é eulerigne partimos de) utilizando uma aresta,
devemos terminar de percorrer nosso ciclo por uma aresta difefentacial, mas que

também incida em , e assim) tem graupar.

Concluimos entaque, se um graf@conexo é euleriano, entdo cada verticEQlem

grau par. Agora provaremos a reciproca deste teorema.

Parte II: Cada vértice de um grafmnexo'Otem grau parY O grafo"O¢ euleriano.

Vamos suponue todos os vértices detenhamgrau par. Primeiro selecionaremosn
vértice arbitrariob e partiremosdese vértice, percorrendo qualquer uma dasestas
incidentes neleChegaremos entdo a outk@rtice, deixandeo tambémpor uma aresta
incidente nele eque aindando foi percorda Continuaremos esse procedimerdte
passarmos por todas as arestas. Fazendo isso, percorresglacaesta uma unica yezé
chegamos novamente no vértica) . Caso U ainda possuaarestas nao percorridas,

repetiremo®s passos anteriores afde no vérticel nado restem arestas ndo percorridas

Uma vez queodos os veértices dOpossuem grau pagntdoem cada vérticpor onde
passamos, Cujo grau seja maior queegta semm@ um numero par de arestas incidentes neste
vértice que aindado foram percorridasComo 0 sera o Unico vértice que resta@m um
ndmero impar de arestas, pois utilizamos uma aresta apenas para comecar a cadeia em

entao o ciclo s6 pode terminar &m Portanto, temos um caminho fechado, ou, wioci

E importante observajue o ciclo pode néo incluir todas as arestd®d&endo este o
caso, tome um vértice deste ciclobtal quebd possua p@l menos uma aresta ainda nao
percorrida e repita 0 mesmo procedimento usado n@cbparatracar um novo caminhe
Por construcdo, esse novo caminho também sera fechado e percorrera cada uma de suas

arestaspenas uma vepor utilizaro mesmo procedimento cicloc Agora comod é um

16



vértice do ciclo) e existe umnovo caminho fdtado'Q comecando e terminando nele,
podemos comecar um camini2mU que engloba os caminhaze 'Q Caso"Onéo percorra

todas as arestas d@podemos usar o procedimento do passo anterior utilizando um de seus
vértices com arestas disponivegs,assim comoOpossui um numero finito de vértices e
arestas, encontraremos um caminho fechado que passa exatamente uma vez por cada uma d

suas arestas, ou seja, aieio euleriano,concluindo assim demonstracao. Z

Do Teorema 2.1 decorreimediaamenteo seguinte fato: se um grafo tiver um vértice

gualquer de grau impar, entdo, € impossivebetnar nele um ciclo euleriano

2.3 Trilho Euleriano

E um caminhmaofechadoque passa por todas as arestas, onde pode haver repeticéo

de vértices, mas nao de arestas.

Teorema 2.2: Um grafo"Oconexotera trilho euleriano s& somente sele iver exatamente
doisvértices com grau imparal trilho comecaa num értice de graimpar, e terminar no

outro.

Demonstracao:

Parte |: Se um graféOtem um trilho euleriand” ele teréa dois vértices com grau impar.

Sga "Oum grafo com um trilho euleriano. Entdo, partindo de um vétticde grau
impar de"Q podemos percorretodas as arestas d@ sem repetlas, até chegaros num
vérticeL de"Q distinto dev (por rdo se tratar de um ciclojue sera o ultimoértice do
trilho. Para sair dé& precisamosapenas de uma aresta que tethaomo um dos seus
extremos. Ao longo do caminho, se for neéésspassanovamente pob , teremos que
chegar e sair de® , sendo necessarigportanto, para que isso ocortan par de arestas

distintasincidentes emv . E 0 mesmo ocorrera todas\azes que fonecessario passpor
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0 . Portanto, o nimero de arestas incidente® esera dado pop ¢&, sendce o nimero

de vezes que passanm® U ao longo daaminho. Portanta) temgrau impar.

Sendou o vérticeonde otrilho terming percorreremosima aresta incidente etn
para chegar até ele. Portaniotera ao menos uma aresta incidente nele. Mas,teaBamos
passado pob ao longo do caminho, foi preciso haver um par de arestas distintas incidentes
emU , umapara chegar e uma para sair @We cada vez que passamos por este vértice
Portanto, o nimero de arestas incidentedesera dado pop ¢a, sendod a quantidade

de vezes que passanm® U . Concluimos entdquev também tem grau impar

Caso nosso grafo tenha mais de dois vértices, eréin,dos vértice® e L , onde
comecamos e terminamos nosso trilho, ha outros vértices por onde passamo® aio long
trilho, e cada um deles devera, teecessariamente, grau par, pois cadagie passamos por
cada um deles foi preciso utilizam par de arestadistintas, uma aresta para chegarmos e
outra para sairmos. Entdo, se passamos por um véltieeges, percorremasQarestas, ou
seja, sempre uma quadtdide par de arestaBortand, 0 e 0 sdo os da Unicos vértices de

grau impar do nosso grafo.

Parte 1l: Se um grafdOconexotem dos vértices com grau impaY ele tem um trilho

euleriano.

Considerenosum grafo"Ocom dois vértices de grau impar,e 0 . Adicionado &
grafo "Ouma arestdlincidente ab e U obteremos um graf@@euleriano. Desse mod@e
admite um ciclo euleriand de modo qué termina eniQ Removendese a arest®do ciclo

eulerianad obteremosentdoum trilho euleriano efO

Grafo com dos vértices de grau imp&igura2.3

18



2.4 O Problema das Pontes de Konigsberg

Na introducédo deste trabalho falamos sobre o Problema das Pontes de Kbnigsberg, que
consistia em descobrge serigpossivel, partindo de um pontla cidade percorreras sete
pontes que cruzavam o Rio Pregel, passando por cada uma delas uma Unica vez, e entdo

retornar ao ponto inicial.

Observando o grafo abaixo, em que as arestas representam cada uma das sete pontes
mencionadas acima, nosso problema pode ser refalmuwla seguinte forma: E possivel
encontrar um Ciclo Euleriano que passe por todas as arestas do grafo Goase): N0osso

grafo € um Grafo Euleriano?

Grafo das Pontes dé@nigsberg Figura2.4

Podemos ver que todos os 4 vértices do nosso grafgremmimpar. Pel@eorema
2.1, vemos entdo que nosso grafo ndo é euleriano, e, portanto, ndo é possivel percorrer as sete

pontes da forma desejada no problema.

19



Capitulo 3

Formula de Euler

Leonad Eulerperceleu que um grafo simples, planar e conexo, divide o plano em
certo numero de regides, e que esse numero de regides tem uma relagdo com o numero de

vértices e de arestas de tal grafo. E esse fato que iremos trabalhar nos topicos abaixo.
3.1 Grafo Planar

Um grafo"@e planar quando é isomorfo a um grafoque tenha sido tracado pano
sem cruzamento de arestas. Caso nao haja um isomorfismo desse tipo o grafo € dito ndo

planar.

Grafo G' Grafo G

Grafo Planar Figura3.1

Na Figura3.1l temos que @rafo "@® planar, pois ésomorfo aoGrafo "Q que foi

tracado no plano sem cruzamento de arestas.

3.2 Faces de um grafo

Quando um grafo é planar ele divide o plano em regiées que sdo delimitadas por suas
arestas. A essas regides damos 0 nonfiacss
A regidao exterior ao graf que nao é limitada por suas arestas, também é contada

como uma face do grafo.

20



Grafo com 4 faces Figura3.2

3.3 Formula de Euler

Segundo Euler,atlo um graf6O@iO planar e conexacom o vértices,l faces(ou

regideske garestasentdoo | m
Demonstragao 1:
Faremosa prova da Formula de Euler por inducédo sobre o nldeavestas d©

No grafo nulo (Figurdl.6), temos que& p,e Tie 'Q p. Aplicando a Férmula de

Euler, teremos:

ol m
Portanto, para um grafiom O aresta@ = 0), a Formula de Eule¥ valida

Consideremos agora, corhipoétese de inducdqgue a Formula de Euler é valigara
um grafoplanar e conexa;om ‘Qarestas. Ou seja, para um grafo cQarestas, a seguinte
afirmacéo é verdadeira:

S

(Hipotese de inducéo)

Vamos mostrar entdo que, para um grpfanar e conexogom ‘Q p arestas, a

Férmula de Euler também é véalida

21



Para isso, iremos considerar dois casos:

arestas e o vértices, sendo que um dos

1° Caso: Temos um grafo 4 com

vértices temgrau 1.

i
I'_-s

I"Jli

Grafo com 1 vértice e 1 aresta retirad&sgura3.3

No grafo acima (Figur®.3), temos que o vértice tem grau 1.Se apagarmos do
nosso grafo a aresta que conecta este vértice de grau 1 ao restante, éigradonos uma
aresta e um vértice do grafo, e passamos agora a ter um novoQgeafon Qarestas &

vértices. Pela hipotese de indugéo, temos que a Férmula de Euler se aja em

Mas, € necessario que a Formula de Euler se aplique tambénmsaagyrefe’Oinicial.

Temos entao que:

S

0 i

Sendo estaltima igualdade confirmada poossa hipotese de inducéo.

arestas, onde nenhum de seus vértices tem grau

2° Caso: Temos um grafo 5 com |
1.

22



Grafo com rétadade uma arestaFigura3.4

Se apagarmos do nosso grafduma das arestas que faz fronteira com sua face
externa, eliminamos uma aresta e diminuimos em 1 unidade a quantidade de faces do nosso
grafo "O(conforme o modelo da Figura4, acimg. Teremos etdo um novo grafé@zomQ

arestas, onde a Formula de Euler se aplica, conforme nossa hipétese de inducéo:

OlIOl

Mas, é necessario que a Férmula de Euler se aplique também ao nossQigieial.

Temos entao que:

N o 1

Sendo esta Ultima igualdade confirmada por nossa hip6tese de inducao.

Portanto, a Férmula de Euler é verdadeira para um (gitanar e conexo, como

gueriamos demonstrar. Z
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Demonstracéo 2:

E facil verificar que a Férmula de Euler é valida em um gi@fplanar e conexo
formado por um vértice sem arestas (o grafo nulbgural.5), pois, neste caso, temaos:=

1, m=0elJ=1, e, portantop + |- g=1+1-0=2.
Consideremos agora dois tipos de ampliacées de um grafo conexo dado:

1°) Uma ampliacdo onde foi inserido um novo vértice, conectado ao grafo por uma nova

aresta.

Note que se um graf®for coneo, também sera depais ampliacdo sugerida acima.
Além disso, 0 numero I mNéao se altera, pois nesse tipo de ampliagio os valotes de

‘Qaumentam em 1, e o valor @#¥ica invariavel.

(c )+f-(e+l)=0 | m=2
2°) Uma ampliacdorale inserimos uma nova arestanectando dois vértice ja dados.

No tipo de ampliacdo acima, a medida que aumentamos o numero de arestas e de

faces, o numero de vértices permanece invariavel.

o § = =o 0 w=2

Sabemos entéo que:
V a Formula de Euler é valida para o grafo nulo; e
V a Férmula de Euleé valida para qualquer afggdo do grafo nulo, do tipo 1 ou 2,

descritas acima

Portanto, ndo é dificil observar que possivel obtequalquer grafo planar conexo,
efetuando sucessivas vezasampliacfes 1° e 2°, sobre o grafo nela Brmula de Euler
serd verdadeira para cada udesses novos grafos, como vimos aci@ancluimos entéo

gue,para todo grafo plan& conexa Formula de Euler é verdadeira. Z

24



Capitulo 4

Grafos Platonicos
Neste capitulo iremos definio que sao Grafos Platdnicos,veremos aassociacao

destes grafos com os poliedros regulares. Além disso, iremos analisar os grafos associados as
planificacbes dos poliedros regulares, veafido nestes grafos os resultados encontrados nos
capitules 2 e 3 deste trabalho.
4.1 Grau de uma face

O grau de uma face de um grafo é o nUmerardstas que limitam a regido defstee.
4.2 Grafos Platdnicos

Chamamos d&rafo Platdnicoao grafo que € conexplanar, regular, e no qual todas as
faces apresentam o mesmo grau, ou seja, 0 mesmo numero de arestas delimitando sua regiao.
Portanto, concluimos que o grafo nulo e os grafos cic{g@dos cujas arestas formam um

poligono)sdo exemplos de grafos platonicos.

Teorema: Existem 5, e somente, Hrafos platdnicos distintos do grafo nulo e dos grafos

ciclicos.
Demonstracao:

Seja"Oum grafo regular de gray onde cada face tem grau

ConsideréD "O como o nimero total de arestas@& "O como a soma dos graus de
todas as faces d®"0O"0O como o numero total de faces"@e w "O comoo total devértices

de"0O Senda [EHO "Oh) "OR0™0 e® "O/ u, temos entdo que:
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00 ¢80 a0y (4.1)

Y 00 i8— e 00 — ¢8—. (4.2)

Aplicando as afirmac¢des acima Rarmula de Euler, temos:

®0O 00 00 ¢ VY (4.3)
Y ®0 i8— ¢8— ¢Y w0 i8— i8—=2Y (4.4)
Y ©08p - - ¢VY w08¢ct i¢&tc¢ 71¢8Y (4.5)
Y ¢ 1i¢cd myY ¢ 1¢cd 1 TtV (4.6)
Y ¢ ¢i ¢ 1Y i — ¢ 4.7)
Comor > 2, temos efdto que:
Y ¢ ¢ 1Y ¢t o 4.8)

Como o grafoOnao é nulo, temos que>0e 00 p. E como"™Otambém nao é

ciclico,temosque ¢ce¢ (.

A partir dessas informagcdes e do resultado obtido acima, temosgque: .

Portanto, os possiveis valores parado:3, 4 e 5. Analisamaos cada caso, fazendo uso da

desigualdade = — ¢, que fora obtida acima.

Paran=3 Y i — ¢ Y i 1T ¢ @ Y1 @ Mas, como sabemos

também que > 2, concluime queparan=3,temosr=3,our=4,our =5,
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Paran=4 Y I — ¢ Y i ¢ ¢ 1t Y1 Tt.Mas, comosabemos

também que > 2, concluimos quegpara n =4, temos r = 3.
Paran=5 Y i — ¢ Y I - ¢ —eolw Y1 ofw Mas, como

sabemos também que 2, concluimos quearan =5, temosr = 3.

Portanto, além do grafo nulo e dos grafos ciclicos, existem aper@safbs

Platonicos que sado aqueles caracterizados pelos valores obtidos acinnae@gara z

Das igualdadesi(2) temos que:

00 c8— -8>— |i8—. (49)

E em @.5), temos:
w08¢ct 1 &c¢c TWwEY®NOO —m—. (4.10)

Aplicando o resultado4(9) na igualdade4(8), obtemos uma expressao pa(&) em
funcdo det ei, o que nos permitird encontrar o numero de faces de cada um dos 5 Grafos
Platénicos encontrados acima. Da mesma forma, a expres8gods pamitird encontrar o
namero de vértices de tais grafos. E, uma vez obtidos os numeros de faces e vértices de tais

poliedros, aplicamos a Férmula de Euler, e obtemos seus respectivos nUmeros de arestas.

Observe cada um desses passos abaixo:

00 i8— -8—. (4.11)
Com os resultados obtidos, construimos a tabela abaixo:

T ey .8_TT_“ E(G) = F(G) + V(G)- 2
3 3 4 4 6
3 4 8 6 12
3 5 20 12 30
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8 12

o1
w

12 20 30

Tabelad.1
Diante dos resu#tdos, vemos que esses dados descrevem exatamengafos

associados aosPoliedros RegularegTetraedro, Hexaedro, Octaedro, Dodecaedro e

Icosaedro)como podemos observar Regura4.1 abaixo.

Poliedros de Platé® os Grafos Platdnicos associadésgura4.1

4.3 Planificacéo dos Poliedros Regulares

Planificar um poliedro consiste em colocar todas as suas faces sobre um plano, sem que
haja alterago de suas medidas e formé&s planificac@s dos cinco Poliedros Regulares
também séo representacdes de grafos planares conexos, como podemos observar abaixo

Logo, a Formula de Euler também se aplica a cada um deles.
Note que aplanificacdode um Poliedro Regular e o Grafo Platdnico associado a este

mesmo Poliedro Regular sdo grafos distintmsn nameros de vértices, de arestas e de faces

distintos,como podemos varomparandasna Tabela 4.2 abaixo:

28






4.3.1 Planificacéo do Tetraedro

Planificacédo do Tetraedro ReguaFigura4.2

O grafo associado a planificacdo do tetraedro regatano podemos observar na
figura acima, nosso grafo pos&uvértices, 5 faces e 9 arestas. Logo, aplicando a Formula de

Euler, temos:
0 Q Q=6+5-9=2,
Podemos observar que todos os vértices do nosso grafo possui grau par, logo, pelo

Teorema 2.1, tratase de um Grafo Euleriano. Portanto, ele possui um ciclo que contém todas

as suas arestasn Ciclo Eulerianogcomo podemos ver na Figuta8, abaixo.

3 7

Ciclo Euleriano o Tetraedro RegularFigura4.3

O Ciclo tem inicio no vértica) , e pecorre todas as arestas de acordo com a

numeracao, até voltar ao veértice inicial.
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4.3.2 Planifica¢do do Hexaedro

Planificacdo do Hexaedro RegulaFigura4.4

O grafo associado a planificagdo do hexaedro regutemocpalemos observar na

figura acimanosso grafo possui 14 vértices, 7 faces e 19 arestas. Logo, aplicando a Férmula

de Euler, temos:
0 Q Q=14+7-19=2.

Podemos observar que nosso grafo possui apenas dois vértices com grau impar, logo,
pelo Teorema 2.2, é possivel encontrar um Trilho Euleriano nele, como podemos ver na

Figura4.5, abaixo.

13

14 12

=]
=t
LA
=t
ot
[
Laa

16 18

| 17

Trilho Euleriano no Hexaedro RegulaFigura4.5

O Trilho tem inicio no vérticed , percorre todas as arestas de acordo com a

numeracao, e termina no vértice sendad euv o0s dois vértices com grau impar.
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4.3.3 Planificagédo do Octaedro

Planificacédo do Octaedro Regut Figura4.6

b

O grafo associado a planificacdo do octaedro regutanocpodemos observar na
figura acima, nosso grafo possui 10 vértices, 9 faces e 17 arestas. Logo, aplicando a Formula
de Euler, temos:

0 Q Q=10+9-17=2.
Podemos observar quesso grafo possui mais de dois vértices com grau impar, logo,

peloTeorema 2.2, ndo é possivel encontrar um Trilho Euleriano nele.

4.3.4 Planificacdo do Dodecaedro

Planificacdo do Dodecaedro Reguldfigura4.7
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O grafo associado a planificacdo dodecaedro regularomo podemos observar na

figura acima, nosso grafo possui 38 vértices, 13 faces e 49 arestas. Logo, aplicando a Férmula

de Euler, temos:
U "Q Q=38+ 13-49=2.
Podemos observar que nosso grafo possui apenas dois vértices com grau impar, logo,

pelo Teorema 2.2, é possivel encontrar um Trilho Euleriandenecomo podemos ver na
Figura 48, abaixo.

Trilho Euleriano no Dodecaedro Réaiu- Figura4.8

O Trilho tem inicio no vérticeb , percorre todas as arestas de acordo com a

numeracao, e termina no vértice senda) el os dois vértices com grau impar.

4.3.5 Planifica¢éo do Icosaedro

Planificagdo do IcosaeniRegular Figura4.9
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O grafo associado a planificacdo do icosaedro regutenpocpodemos observar na
figura acima, nosso grafo possui 22 vértices, 21 faces e 41 arestas. Logo, aplicando a Férmula

de Euler, temos:
U "Q Q=22+21-41=2.
Podemos bservar que nosso grafo possui apenas dois vértices com grau impar, logo,

pelo Teorema 2.2, é possivel encontrar um Trilho Euleriandenecomo podemos ver na
Figura 410, abaixo.

Trilho Euleriano no Icosaedro RegutaFigura4.10

O Trilho tem iniciono vértice b , percorre todas as arestas de acordo com a

numeracao, e termina no vértice sendad euv o0s dois vértices com grau impar.

Pudemos ver entdo que os grafos associados as planificacbes dos poliedros regulares
podem ser usad como uma ferramenta para uma melhor fixagdo dos conceitos iniciais da
teoria dos grafos.
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Capitulo 5

Planaridade

No Capitulo4 pudemos ver que um grafo é dRtanar quando é isomorfo a um grafo
gue tenha sido tracado em um plaeon cruzamento de arestas. Ou, em outras palavras, um
grafo € Planar se ele puder ser desenhado no plano de tal forma que suas arestas sO Se

encontrem nos vérticeNleste capitulo iremos estudar um pouco mais sobre esses grafos.

Proposicdo 5.1: Se"Oé umgrafo conexoplanar simples, cord o vértices ed arestas,

entao a ot 0.

Demonstracédo: Note que, por se tratar de um grafo simples, ele ndo adreg&as cujos dois
extremos sejam 0 mesmo veértieg, portanto, cada face esta limitada,peelo menos, 3
arestas. E, além disso, cada aresta serve de limite para 2 regides. Logd,oseanero de

faces, temos que:

ca cQY Q -a (5.1)

Aplicando a desigualdade.{§ na Férmula de Eeit, temos que:

Y @ oa ot ca Y & ot @, (5.2)
como queriamos demonstrar. Z

Proposicéo 5.2: Se"Oé um grafoconexoplanar simples, entd@contém um vértice de grau

no maximo 5, e portanio O v.
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Demonstracdo: Considere o graf6Ocom ¢ vértices ed arestas. Como 0 €& p, se

€ @ o resultado da prposicdo acima € imediato. Portanto, provaremos o caso em que

E Q.

Se o grau de todos os vértices @ no minimo 6, temos que:

10 @8

Como o grau de um vertice, por definicdo, € o nUmero de arestas que incidem neste

vértice, e ada aresta tem extremidades em dois vértices, temos que:

i c¢as8

Como consequéncia das expressdes acima, temos: ¢¢ 'Y &  ot8Mas, pela
Proposicdo5.1, & o©¢ ¢. Temos entdo o @ e & 0©f, 0 que é uma

contradicdo. E, portanto,¢ @ Y i 0 & p @ p LU Y 10 v como

~

gueriamos mostrar. z

5.1 Grafo Bipartido

Chamamos dé&rafo Bipartidoao grafo'Oem que o comjnto dos seus vértices admite
uma particdow fto  de tal maneira que toda aresta@ene um vértice dé a um vértice de
.

Um grafo bipartiddQ com os conjuntos particdo e w, é chamadd&rafo Bipartido
Completose todasas possiveis conexdes de vérticesdeom vértices dev pertencem ao

conjunto0, definido da seguinte forma:

0O 0VUSUYw QU Vw38
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Denotamos esse tipo de grafo poy g3 ¢ onde | | denota eardinalidade desses

conjuntos.

Uy Uy Ug

Grafo Bipartido Complete Figura5.1

Por exemplo, o grafo bipartido dagura 5.1 € um Grafo Bipartido Completqg com

WS WS 0, ouseja, é um grafo do tipo:j .

Uma étima maneira €@ iniciar o estudo do graf&s s € motivando abuscapor uma

solu@opara o ProblemAgua, Luz e Telefone, que consiste no seguinte:

Problema Agua, Luz e Telefone: Numa rua & 3 casas, onde se deseja instalar as redes de
agua, esgoto e a redeica conforme ilustra a Figura 5.2 abaiRerguntag posével fazer
essas inalagio sem que haja cruzamento entre essas réffarientaremos a soléQ deste

problema mais adiante.

Figura 5.2

Teorema 5.1: O grafo0 ;; € ndoplanar.

Demonstracédo: Vamos supor, por absurdo, que o grafg seja um grafo planar.efdo¢ o

seu numero de vérticesée o seu numero de arestésmos que& U =6ed 0O =09.
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SendoU ; um grafo conexo, podemos apliGar=6rmula de Eulerge encontramos parfio

valor:f = 5.

Como cada aresta do nosso grafo fara fronteira com no minimo duas faces, temos que,

ao somar os graus de todas as faces, cada aresta sera contada no minimo duas vezes, logo:

10O ¢ p@

Comonao ha triangulos em grafos bipartidos, uma vez que um triangulo possui trés
vértices, e dois deles devem estar em um mesmo conjunto partig@enigio cada face de

0 ; tem no minimo 4 arestas, e assim:

i'0O 1tQ ¢8

Portanto, temo3 i 'O p Ye B i 'O ¢ 1o que é um absurdo. Loges 3 ndo

€ planar, como queriamos demonstrar. Z

Solug@o do Problemaigua, Luz e TelefoneComo o grafoKs s é uma ilustragio do nosso

problema, e vimos que eéerfio planar, e@do, réio € possvel fazer as condes desejadas no

problemas sem que hajauzamento de arestas.

Teorema 5.2: O grafo0 é néo planar.

GrafoKs — Figura5.3
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Demonstracdo: Como podemos ver niaigura5.3 acima, o grafa) possuiE v vértices e

& p marestas. Logo, temos que:

a o @ o0& ¢ w pTm a.

N«

Portanto, pela Proposic&dl,0 néo é planar.

Teorema 5.3: Todo subgrafo de um grafo planar é planar.

Demonstracédo: Seja’Ouma representacao de um grafo planar qualquer, sem cruzamento de
arestas. Por definicdo, todo subgridale "Oé obtido pelaetiradade vértices e arestas e

Mas, uma vez quéOndo possui cruzamento de arestas, ao remover algumas de suas arestas
nds continuamos sem cruzamentos. Portanto, nosso novo@edatinuara sendo um grafo

planar. 4

Proposicao 5.3: Todo supergrafo de um grafo ndo planar € nédo planar.

Demonstracdo: Seja"Oum grafo ndo planar, e séfaum supergrafo d&® SeOfosse um

grafo planar,Otambémo seriacomo vimos no Teorema.3. Logg sendoOndo planar,O

também é nao planar. Z

5.2 Grafos Homeomorfos

A adicdo de um vértice deayr 2 a uma aresta de um grdde chamada d&xpanséao
do Grafo"Q ou Subdivisdale"O Na Figura 54 abaixo vemos que o grai@€ uma expansao

do grafo"Q obtida pela adicao do vértioe

Grafo G Grafo G'

Expansédo de um GrafeFigura 54
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Dizemos que um graf@& homeomorf@ um grafoOse " @puder ser obtido d®pela

insercdo de vértices em suas arestas. Ou sé{@fmeuma expansao de

Teorema 5.4: Toda expansao de  ou dev € nao planar.

Demonstracéo: Considere o grafdOcomo uma gpansdo da&) ; ou deUl . Suponha, por
contradicdo, quéOseja planar. Logo, é possivel represei@mo plano sem cruzamento de
arestas. O processo de retirarmos os vértices que foram adicionadog aa U para
obtermos’Ondo cria cuzamento de arestas. Portanto, se fizermos iss@Qdaremos como
resultando ainda um grafo plano. Mas, esse resultado na verdade é 0 goss® inicial,

gue ndo sédo planos, segundo os Teoremas 5.1 e 5.2. Temos entdo uma contradicdo. E,

~

portanto, toda expansao de; ou dev é ndo planar. Z

5.3 Teorema de Kuratowski

Todo grafo ndo planar tem um subgrafo homeomorfo ao grgfou aov . (Uma

demonstracdo dessmrema pode ser encontrada em [7])
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Capitulo 6

Sequéncia Didatica

Neste capitulo apresentamos uma proposta deéseia didatica que pode ser

utilizada para introduzir o conceito de grafo a alunos no ensino basico.

Grafos, Poliedros Regulares e a Formula de Euler

O estudo dosGrafos que é bastante explorado no ensino superior, além de ser
bastante utilizado em outras areas do conhecimento, como em redes de telecomunicacéo,
desenvolvimento do fluxo de transportes, entre outros, também podestartdaxplorado

na matematica do ensino basico.

Embora ndo se veja a mencéo do tefdmafo nos livros didaticos do ensino basico,
ndo é dificil encontrarmos situacdes problemas que podem ser claramente representadas por

meio de grafos.

Acreditando quea abordagem deste tema pode contribuir para o desenvolvimento de
habilidades e do raciocinio I6gico dos estudantes, apresentamos a seguir uma proposta de
sequéncia didatica para a Introducdo do Conceito de Grafos, a apresentacdo dos Poliedros
Regulares, e relacdo destes com a Formula de Euler, fazendo uso de material concreto,

software matematico e videos introdutorios.

Objetivo Geral:

Disponibilizar aos profissionais do ensino de matematica uma sequéncia didatica que
possa servir de apoi introducé do estudo de gra$ no ensino basico, tendo como foco

também os Poliedros Regulares e a Formula de Euler.
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Objetivos Especificos:

V Introduzir conceitos elementares da Teoria dos Grafos através dos videos e das

atividades propostas;

V Construir a nogao toitiva da relacéo existente entre os conceitos presentes na Teoria
dos Grafos e diversas situacdes que nos deparamos no dia a dia, tendo o grafo como

um recurso facilitador na exposicao de situacoes;

V Introduzir o conceito de Poliedros Regulares, fazemdelagdo de suas respectivas

planificacfes cm os grafos e suas propriedades;

V Apresentacdo da Férmula de Euler e aplicacdo desta nas Planificacdes dos Poliedros

Regulares e nos Grafos Platénicos.

Conteudo

Introducgéo a Teoria dos Grafos;
Poliedros Redares;

Formula de Euler;

< < < <

Resolucédo de Problemas.

Metodologia

As aulas serdo desenvolvidas por meio de apresentacao de videos introdutorios, debates em

grupos, resolucao de atividades propostas, e manipulacao de software matematico.

Avaliacao

A avaliacdo podera ser feita de modo continuo em todo o processo, por meio da

observacéao da participacéo efetiva dos alunos em cada atividade proposta.
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Aula 1 (Durago de 2horas/aula)

Um Pouco de Historia: Pontes de Konigsberg

10

2°.

3°.

40,

5°.

Apresentacdo do Video: PontesKiiigsberg

(Disponivel emhttps://www.youtube.com/watch?v=RdN1JwTalos

Descricdo: O video conta a histéria do Problema das Pontesrigskérg, e descreve

como Euler criou um diagrama pampresentar esse problema. A seguir, ele fala das
solucbes intermediarias encontradas por Euler, a partir da retirada ou da inclusdo de
novas pontes, e descreve algumas conclusdes encontradas por Euler a partir de suas

observacgfes nesse processo de busesaldedes. O video tem duracao dmid 17seg.

Discussado sobre o que os alunos aprenderam com o video. Sugestdo de perguntas para

direcionar a discussao:
a) Quem pode descrever qual era o problema das Ponteagsb&rg?
b) O problema tinha solu¢ao?

c) Qualestratégia Euler usou para encontrar solugdes intermediarias?

Dividir a turmaem pequenas equipes, e pedir que cada equipe resolva as questbes do

Anexo 1.

Pedir que os representantes de cada equipe apresentem as solucfes e conclusdes do se

grupo a toda turma.

O professor encerra a aula fazendo seus comentarios e correcbes (se for necessério) a

respeito das solugdes e conclusbes de cada equipe.
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Aula 2 (Durago de 2horas/aula)

Grafos, seus Elementos e algumas de suas Aplicacdes

1°.

2°.

3°.

40,

5°.

6°.

7°.

Fazer uma breve visdo oral do que fora visto na aula anterior.

Apresentacado Video: O que séo grafos e algumas de suas aplicacdes

(Disponivel emhttps://www.youtube.com/watch?v=b_Pye_Saueo

Descricdo: O vidotraz a definicdo de grafo através de duas situa¢des do dia a dia onde
os grafos estdo presentes: na engenharia de transito e nas relacdes entre 0s personagen
de uma novela. Também traz a ideia intuitiva de aresta e de grau de um vértice, além de
definir, de maneira simples e direta, o que € um grafo completo. O video tem duracéo de
10 min 8seq.

Discusséo sobre o qus alunos aprenderam com o video. Sugestdes de perguntas para

direcionar a discussao

a) Quem pode descrever o que sao grafos?
b) Eles estagresentes no nosso dia a dia. Cite uma situacédo do dia a dia que pode ser
representada por meio de um grafo (distinta das situacdes vistas no video).

c) Alguém lembra o que é um grafo completo?

Descrever o que sao: arestas, vertices, faces (regides) eegrauvertice.

Dividir a turmaem pequenas equipes, e pedir que cada equipe resolva as questdes do

Anexo 2.

Pedir que os representantes de cada equipe apresentem as solucdes e conclusdes do se

grupo a toda a turma.

O professor encerra a aula fazendosseomentéarios e correcdes (se for necessario) a

respeito das solu¢des e conclusbes de cada equipe.
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Aula 3 (Durago de 2horas/aula)

Os Poliedros Regulares e a Formula de Euler

1°. Fazer uma breve reviséo oral do que fora visto na aula anterior.

2°. Apresentacado Video: Poliedros Regulares

(Disponivel emhttps://www.youtube.com/watch?v=A3F3sqFx}jk

Descricdo: O videapresenta os 5 Poliedros Regulares, e mostra inUmeras situacdes do

nosso dia a diande eles estao presentes. O video tem duracgdo de 3 s€g.42

3°. Discusséo sobre o ques alunos aprenderam com o video. Sugestdes de perguntas para

direcionar a discusséo

a) Quantos tipos de poliedros apareceram no video?

b) Alguém lembra o nome deles?

c) Além dos exemplos vistos no video, quem lembra outras situacdes do dia a dia onde
estes poliedros aparecem?

4°, Descrever para os alunos o que Babedros Regulares.

5°. Apresentar para os alunos a Formula de Euler, e pedir que eles verifiguem a aplicacao

desta fomula em cada um dos 5 poliedros (Atividade do Anexo 3).

6°. Pedir que os representantes de cada equipe apresentem as solucdes e conclusdes do se

grupo a toda a turma.

7°. O professor encerra a aula fazendo seus comentarios e correcdes (se for necessério) a

resgeito das solugdes e conclusdes de cada equipe.
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Aula 4 (Duragéo de 2horas/aula)

Grafos e a Planificacéo dos Poliedros Regulares

1°.

2°.

3°.

40,

5°.

Fazer uma breve revisao oral do que fora visto na aula anterior.

Explicar aos alunos os conceitos de: Caminho, Caminho &eql@clo) e Trilho

Euleriano.

Entregar aos alunos as planificacdes dos Poliedros Regulares (Anexo 4), e pedir que eles

tentem descobrir se ha ciclos ou trilhos euleriano em cada um deles.

Pedir que os representantes de cada equipe apresentem as skmiessdes do seu

grupo a toda a turma.
O professor encerra a aula fazendo seus comentarios e correcdes (se for necessério) a

respeito das solucbes e conclusdes de cada equipe, chamando a atencao para a relagac

entre os ciclos e trilhos encontradosmimero de vértices com grau impar.
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Aula 5 (Duragéo de 2horas/aula)

Grafos Platonicos

1. Fazer umdreve revisdo oral do que fora visto na aula anterior.

2. Descrever para os alunos o que sédo Grafos Platonicos.

3. Utilizar o software Poly 1.12 (dponivel em:http://polymac.softl12. con)/ para
apresentaaos alunos os Grafos Platéni@ssociados a cada Poliedro Regular, conforme
as figuras do Anexo 5.

4. Deixar osalunos explorarem um pouco o software, e fazerem suas proprias descober

5. A partir das conclusGes da Aula 4, sem fazer o caminho sobre as arestas, cada equipe
devera dizer em quais dos Grafos Platdnicos € possivel encontrar um ciclo ou trilho

euleriano.

6. Pedir que os representantes de cada equipe apresentem as solugtihssées do seu

grupo a toda a turma.

7. O professor encerra a aula fazendo seus comentarios e correcdes (se for necessério) a

respeito das solu¢des e conclusbes de cada equipe.
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Anexos

Anexo 1 - Atividade Aula 1

Introducéo ao Estudo dos Grafos
ATIVIDADE 1 - Pontes de Konigsberg

1. Assim como Euler tentou faz no problema das Pontes denkjsberg, verifique, em cada
figura abaixo, se é possivel encontrar um caminho por onde vocé ird percorrer todas as

linhas da figura uma Unica vez, sem tirar adajm papel.
2. A partir dos resultadosbtidos no item a, responda as questdes abaixo:
a) Nas figuras onde vocé encontrou o caminho que passa por todos os lados, o seu ponto de
partida foi igual ao ponto de chegada? Vocé nota alguma semelhanca entre os caminhos em
que isso ocorreu? (Dica: Obserguantos lados se encontram em cada lado da figura.) E entre

0s caminhos onde isso ndo ocorreu, ha algo em comum?

b) Em quais figuras vocé nédo conseguiu trilhar um caminho que percorresse todos os lados? Ha

algo em comum entre essas figuras?
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Anexo 2 — Atividade Aula 2

Introducao ao Estudo dos Grafos

ATIVIDADE 2 - Grafos, seus elementos e algumas de suas aplicacdes

1. Construa um grafo que represente as seguintes relacdes:
José e Rute sdo pais de Joaquim, e Manoel e Estela sdo pais de Maria. Joaquim e Maria Sac
casados, e pais de: Lucas, Miguel e Luiza. Luiza é casada com Pablo, e eles tém dois
lindos filhos: Ana e Arthur. Ana é amiga de Bruna e de Camila, e Arthur é amigo de

Marcos e de Caua. Marcos e Caua sdo irmaos, e Camila é amiga de Marcos.

2. Determine o numero de arestas, veértices e faces dos grafos abaixo, e indique qual o vértice

de maior grau, e o vértice de menor grau.

a) b)
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Anexo 3 — Atividade Aula 3

Introducédo ao Estudo dos Grafos
ATIVIDADE 3 — Os Poliedros Regulares e a Férmula de Euler

1. Amplie, recorte e monte cada um dos 5 poliedros planificados abaixo, determine 0 numero
de vértices, arestas e faces de cada um, e vej&éemula de Euler se aplica em cada um
deles.

Tetraedro

Octaedro

Dodecaedro
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Anexo 4 - Atividade Aula 4

Introducao ao Estudo dos Grafos
ATIVIDADE 4 — Grafos e a Planificacdo dos Poliedros Regulares

1. Os grafos abaixo foram construidos a partir das planificacées dos poliedros regulares.

Verifique em quais deles é possivel encontrar ciclos ou trilhos euleriano.

a) Tetra@ro

b) Hexaedro
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c) Octaedro

d) Dodecaedro

e) Icosaedro
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Anexo 5 — Atividade Aula 5

Introducao ao Estudo dos Grafos
ATIVIDADE 5 - Grafos Platbnicos

1. A partir das conclusfes da aula anterior, sobre o0 que séo ciclos e trilhos esiatigao
em quaisdos gafos platdnicos abaixo € possivel encontrar um ciclo ou trilho euleriano,

sem fazer o caminho sobre as arestas (ou seja, observando apenas o grau de cada vértice)

a) Grafo do Tetraedro

5 Vosss

b) Grafo do Hexaedro (Cubo)
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c) Grafo do Octaedro

d) Grafo do Dodecaedro

e) Grafo do Icosaedro

e T o e
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